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Aufgabe 1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass die metrische Topologie auf
X tatsachlich eine Topologie ist.

Aufgabe 2. Zwei Normen ||-||, und ||-|| g auf einem reellen Vektorraum V" heiflen dquivalent,
wenn es positive Zahlen m, M € R gibt, sodass
mljzlls < [lzfla < Mllzls

fir alle z € V gilt.

Zeigen Sie, dass die L'-Norm, L?>-Norm, und L>-Norm auf R”, die durch die Formeln

n
[z = Z|5L“i|
i=1

definiert sind, aquivalent sind.

Aufgabe 3. Eine Norm ||| auf einem reellen Vektorraum induziert eine Metrik durch die
Formel d(z,y) = ||z — y|| und damit auch eine Topologie. Zeigen Sie, dass zwei Normen ||-||,
und ||-||s genau dann dquivalent sind, wenn sie dieselbe Topologie induzieren.



Aufgabe 4. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Einerseits definiert
die Einschréankung d| 4« 4 wiederum eine Metrik auf A, die insbesondere die metrische Topolo-
gie Ta met induziert. Andererseits induziert d die metrische Topologie Tx met auf X, die dann
die Teilraumtopologie T4 1ein auf A induziert. Zeigen Sie, dass diese zwei Topologien auf A
tibereinstimmen, das heiit, T4 met = 7TA Teil-

Aufgabe 5. Sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass
die Teilraumtopologie auf A die folgende (universelle) Eigenschaft erfiillt:

(a) Die Inklusion ¢: A — X ist stetig.

(b) Eine Abbildung f: W — A ist genau dann stetig, wenn die Komposition ¢f: W — X
stetig ist, wie in diesem Diagramm dargestellt:

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass jeder Teilraum eines Hausdorff-Raumes wiederum ein Hausdorft-
Raum ist.

Aufgabe 7. Zeigen Sie, dass jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes
wiederum (als Teilraum) kompakt ist.

Aufgabe 8. Finden Sie ein Beispiel fiir Teilmenge A C X eines Raumes X, die (als Teil-
raum) kompakt ist, aber nicht abgeschlossen in X.

Aufgabe 9. Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X heifit beschrankt, wenn
es eine Zahl M € R gibt, sodass d(z,y) < M fiir alle z,y € A gilt. Zeigen Sie, dass jeder
kompakte Teilraum eines metrischen Raumes beschrankt ist.

Aufgabe 10. Sei f: K — Y eine stetige Abbildung zwischen Réumen, wo K kompakt ist.
Zeigen Sie, dass das Bild f(K) C Y kompakt ist.



