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EINLEITUNG

Sei R ein kommutativer noetherscher Ring. Die Frage “Unter welchen
Voraussetzungen 1af3t sich ein endlich erzeugter R-Modul in einen zyklischen
R-Modul oder wenigstens in eine direkte Summe endlich vieler zyklischer
R-Moduln einbetten ?” ist vermutlich zu allgemein formuliert, als daB sie
sinnvoll beantwortet werden kann. Spezialisierungen, denen wir in dieser
Arbeit nachgehen werden, fithren indessen auf interessante Ergebnisse.

Motivation und zugleich das erste uns bekannte Resultat in diesem Problem-
kreis (abgesehen natiirlich vom Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln tber
Hauptidealringen) ist das folgende Theorem von M. Auslander [1, Theorem CJ:
R sei ein normaler Integrititsbereich, simtliche Lokalisierungen von R nach
maximalen Idealen seien Gorensteinringe mindestens der Dimension zwei;
dann l4Bt sich jeder R-Modul endlicher Linge in einen zyklischen R-Modul
einbetten. In [§8] wurde diese Aussage fiir ‘“Cohen-Macaulay-Ringe” anstelle
von ‘‘Gorensteinringen” behauptet. Der angegebene Beweis enthilt jedoch
einen Fehler, so daB die erste Verallgemeinerung des Auslander’schen Satze
sich wohl in [3, Satz 4] findet: Die Voraussetzung ‘“‘normaler Integritits-
bereich” ist iiberfliissig.

Ein endlich erzeugter R-Modul ist genau dann von endlicher Linge, wenn sein
Annullatorideal Ann(M) endliche Kolinge in R besitzt. Dies und die speziellen
Voraussetzungen des Auslander’schen Satzes implizieren, daB3 Ann(M) fiir die
dort betrachteten Moduln mindestens den Grad 2 besitzt. (Der Grad eines
Tdeals a bezeichnet die maximale Linge der in thm enthaltenen R-Sequenzen.)
Damit sind diejenigen Klassen von R-Moduln, denen unser Interesse in den
ersten beiden Abschnitten gelten wird, genannt: die R-Moduln M mit
grad Ann(M) > 2 und die R-Moduln endlicher Lange.

Sowohl die Klasse der Ideale a C R mit grad a > 2, als auch die Klasse der
Ideale endlicher Kolinge besitzen folgende Eigenschaft: Mit einem Ideal a
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gehort auch jedes Ideal b mit Ass(R/b) = Ass(R/a) zu ihr. Sei ¥ eine Klasse
von Idealen mit dieser Eigenschaft. Es wird sich zeigen, daf3 genau dann jeder
endlich erzeugte R-Modul M mit Ann(M) e U in einen zyklischen R-Modul
eingebettet werden kann, wenn zu jedem Ideal a € A Elemente a, b € R existieren
die linear a-unabhingig sind. Wir nennen Elemente a ,...,a,, € R lincar
a-unabhingig, wenn eine Gleichung b4, = - + b,,@,, = 0 nur mit Elementen
by ,..., by, € a erfiillt werden kann.

Line in einem Ideal a enthaltene R-Sequenz a, b ist linear (Ra -+ Rb)- und
erst recht a-unabhingig. Es folgt unmittelbar: Ein endlich erzeugter R-Modul M
mit grad Ann(M) > 2 1aBt sich cinen zyklischen R-Modul einbetten. Es gilt
indessen noch mehr, und dies kennzeichnet im wesentlichen die Situation
grad Ann(M) = 2: M ist dann sogar homomorphes Bild ecines Ideals, das eine
freie Auflésung der Lange <1 besitzt.

Bereits in [1] wurde bewiesen, daB sich die Antwort auf die Frage, ob R die
Einbettung eines jeden R-Moduls endlicher Liange in einen zyklischen Modul
gestatte, an den Lokalisierungen von R nach seinen maximalen Idealen ablesen
1aBt. Die Minimalerzeugendenzahl von Idealen eines eindimensionalen lokalen
Ringes ist beschrinkt [5, 11]. Daraus folgt sehr schnell, daf3 die obige Frage fiir
einen lokalen Ring zu verneinen ist, sobald er assoziierte Primideale einer
Dimension <(1 enthilt. Umgekehrt lassen sich beim Fehlen solcher Primideale
in einem kompletten lokalen Ring mit maximalen Ideal m zu jeder ganzen
Z3hl n > 1 linear m™-unabhingige Elemente @, b finden. Da die Antwort auf
die obige Frage gegeniiber Komplettierung invariant ist, folgt als zweites
Hauptergebnis: Genau dann 14Bt sich jeder R-Modul endlicher Lénge in einen
zyklischen R-Modul einbetten, wenn fiir jedes maximale Ideal m von R die
m-adische Komplettierung keine assoziierten Primideale einer Dimension <1
besitzt.

Die fiir die Einbettbarkeit von Moduln endlicher Linge gewonnene hin-
reichende Bedingung 1aBt sich so formulieren, dall in ithr auf die endliche
Lange kein Bezug mehr genommen wird: Sei p € Ass(R/Ann(M)), S die
pPRy-adische Komplettierung von R, , q ein zu S assoziiertes Primideal von §
und ¢ ein q umfassendes Primideal mit dim S, /qSy < 1; dann ist
Ann(M) ¢ ¢'. Im dritten Abschnitt beweisen wir, daB jeder endlich erzeugte
R-Modul, der diese “grad Ann(M) = 2" abschwichende Bedingung erfiillt,
in einen zyklischen R-Modul eingebettet werden kann.

Der letzte Abschnitt enthilt die Charakterisicrung derjenigen noetherschen
Ringe, deren endlich erzeugte Moduln sich in direkte Summen endlich vieler
zyklischer R-Moduln ecinbetten lassen: Es sind diejenigen Ringe R, deren
Lokalisierungen nach Primidealen simtlich approximativ Gorensteinsch im
Sinne von [7] sind. Falls R ausgezcichnet ist, gestatten die Ergebnisse in [7]
eine besonders ecinfache Beschreibung dieser Eigenschaft. Es geniigt dann, daf3
die Lokalisierungen Ry, p € Ass(R), Gorensteinringe sind, also z.B. dall R
reduziert ist. Ob sich jeder R-Modul endlicher Linge in eine dirckte Summe



EINBETTUNG VON MODULN 241

(endlich vieler) zyklischer R-Moduln einbetten 138t, hingt natiirlich nur von
den Lokalisierungen R,, nach den maximalen Idealen m ab. Hochster hat in [7]
die approximativ Gorensteinschen lokalen Ringe mit Hilfe der assoziierten
Primideale der Komplettierung beschrieben. Es ist bemerkenswert, daB sich die
Einbettbarkeit von Moduln endlicher Linge sowohl in zyklische Moduln als
auch in direkte Summen (endlich vieler) zyklischer Moduln an den assoziierten
Primidealen der Ringe R,, ablesen li6t.

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts wurden gemeinsam von Phillip
Griffith und uns gefunden. Wir danken ihm fiir die Erlaubnis, diese Ergebnisse
hier zu verdffentlichen. Udo Vetter danken wir fiir zahlreiche anregende
Diskussionen, ohne die diese Arbeit nicht geschreiben worden wire.

Einige Bezeichnungen und Begriffe: Mit Ass(M) bezeichnen wir die zu einem
R-Modul assoziierten Primideale, mit p(}) seine Minimalerzeugendenzahl.
Sei Q(R) der totale Quotientenring von R. Ist M @z Q(R) ein freier Q(R)-
Modul, so nennen wir die Anzahl der Elemente einer Basis dieses Moduls den
Rang von M (vgl. [12, §6]). Eine Einbettung f: N — M heiBt wesentlich, wenn
fiir alle Untermoduln M’ 54 0 von M gilt: f(N) N M’ = 0. Einen irreduziblen
Untermodul M’ kann man nicht in der Form M’ = M" N M" mit M’ echt
umfassenden Untermoduln M”, M” darstellen. Von einem lokalen Ring ver-
langen wir, daB er noethersch ist und genau ein maximales Ideal besitzt. Unter
der Dimension cines Ringes R oder eines ldeals a von R, abgekiirzt dim R
bzw. dim a, verstehen wir die Krulldimension von R bzw. R/a.

1. MopULN DES GRADES 2> 2

Der Kiirze halber nennen wir einen R-Modul M zyklisch einbettbar, wenn
M sich in einen zyklischen R-Modul einbetten 1i6t. Es lohnt sich, die Aussage,
M sei zyklisch einbettbar, in verschiedener Weise umzuformulieren, weil diese
neuen Formulierungen Hinweise auf unser spiteres Vorgehen liefern. Dariiber
hinaus hilt der folgende Satz zwei elementare, aber wichtige Eigenschaften
zyklisch einbettbarer Moduln fest.

Satz 1. R sei ein (beliebiger) kommutativer Ring, M ein endlich erzeugter

R-Modul. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) M ist zyklisch einbettbar.

(b) M ist homomorphes Bild eines Ideals.

(c) Fiir jeden Epimorphismus f: R* — M gilt: Kern f enthdlt einen Unter-
modul U, fiir den R*|U isomorph zu einem Ideal ist.

(d) Fiir jeden Epimorphismus f: R* — M und jede Basis e, ,..., e, von R"
existieren Elemente a, ,..., a, € R derart, dap fiir den durch die Zuordnung e, a;
definierten Epimorphismus g: R* — Y';_| Ra; gilt: Kern g C Kern f.
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Sei nun M zyklisch einbettbar. Dann gilt:

(e) Jeder Untermodul und jedes homomorphe Bild von M ist zyklisch
einbettbar.

(f) Es gibt eine wesentliche Einbeitung von M in einen syklischen R-Modul C.
Insbesondere ist dann Ass(M) = Ass(C) und, falls R wnoethersch ist, auch
rad Ann(M) = rad Ann(C).

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (a)—(d) ist trivial; gleiches gilt fiir (¢).

Sei g: M — D eine Einbettung von M in einem zyklischen R-Modul D.
Wir wihlen ein maximales Element E der Menge {V: VV Untermodul von 1) und
Vng(M)=0}. Die induzierte Einbettung f: M — C:== D/E ist dann
wesentlich. Aus der Definition des assoziierten Primideals folgt jetzt unmittelbar
Ass(M) == Ass(C). Falls R noethersch ist, stimmen die minimalen Elemente von
Ass(M) mit den minimalen unter den Ann(M) umfassenden Primidealen
iberein. Also gilt dann rad Ann(M) = rad Ann(C). |}

Sei a Ideal des Ringes R. Ein endlich erzeugter R-Modul M mit Ann(M) = a
st Restklassenmodul von R"/aR® fir genigend groBes n. Nach Satz 1,
(a) < (d) und (e) folgt: Genau dann ist jeder endlich erzeugte R-Modul 3
mit Ann(M) = a zyklisch einbettbar, wenn zu jeder ganzen Zahl n >> 1 linear
a-unabhingige Elemente a,,...,a, € R existicren. Sobald wir alle Moduln
betrachten, deren Annullator einer gewissen Klasse U von Idealen angehdért,
vereinfacht sich das Problem ganz erheblich:

LEMMA. R sei ein (beliebiger) kommutativer Ring. Fiir die Menge W von Idealen
in R gelte: Ist a € W und fiir das Ideal b in R Ass(R/D) == Ass(R/a), so ist auch
b € . Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Jeder endlich erzeugte R-Modul M mit Ann(M)e W st zyklisch
einbettbar.

(b) Zu jedem Ideal a € und jedem n existieren linear a-unabhdngige
Elemente a, ,..., a, € R.

(c) Fiir alle Ideale a € ist Rja @ R]a zyklisch einbettbar.

(d) Zu jedem Ideal a € N existieren linear a-unabhdngige Elemente a, b € R.

Beweis. Die Aquivalenz von (a) und (b) haben wir bereits diskutiert. Ebenso
ist klar, daf3 (a) die Aussage (¢) impliziert und daf3 (c) und (d) gleichwertig sind.

Die Implikation (¢) = (a) beweisen wir durch Induktion tiber diec Minimal-
erzeugendenzahl p(M) des R-Moduls M; dabei ist der Induktionsanfang
p(M) < 1 trivial. Sei also 7 := (M) > 1 und a:= Ann(M). M ist homo-
morphes Bild von R*/aR” ~ R/a ® R*/aR"*. Nach Induktionsvoraussetzung
und Satz 1, (f) 146t sich R"*/aR"1 in einen zyklischen R-Modul R/b mit
Ass(R/b) == Ass(R/a), also b e, cinbetten. Da b den R-Modul R*!/aR*!
annulliert, mu3 b Ca sein. Deshalb ist Rja © R/b homomorphes Bild von
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R[6 @ R/b, und dieser Modul ist nach Voraussetzung (c) zyklisch einbettbar.
Mehrfache Anwendung von Satz 1, (e) zeigt: Auch M ist zyklisch einbettbar. |

Eine in a enthaltene R-Sequenz a, b ist linear (Ra + Rb)-unabhingig, erst
recht linear a-unabhingig. Da fiir ein Ideal a in einem noetherschen Ring
grad a = min{grad p: p € Ass(R/a)} gilt, folgt sofort das

KOROLLAR. Sei R ein kommutativer noctherscher Ring und M ein endlich
erzeugter R-Modul mit grad Ann(M) > 2. Dann ist M zyklisch einbettbar.

Wihrend das Lemma in den folgenden Abschnitten eine Schlisselstellung
einnehmen wird, hatte es in diesem Abschnitt nur die Aufgabe, einen besonders
~‘nfachen Beweis des Korollars zu liefern. Das Korollar folgt namlich auch aus

1 ganz anders hergeleiteten

‘REM 1. R sei ein kommutativer noetherscher Ring, M 5= 0 ein endlich
er« R-Modul mit grad Ann(M) > 2. M besitze ein Erzeugendensystem aus
n Elementen. Dann ist M homomorphes Bild eines Ideals a mit folgenden Eigen-
schaften:

(2) @ besitzt eine freie Aufiisung 0 — R*1 — R* —> a — 0.
(b) Entweder a = R oder grad a = 2.

Beweis. Sei f: R* — M ein Epimorphismus, V := Kern f. Fiir alle Prim-
ideale p mit grad pR, < 1 gilt p D Ann(M) wegen grad Ann(M) > 2. Dies
impliziert M, = 0, also V, = R," fiir alle diese Primideale. Nach [3, Satz 1]
enthilt 7 einen freien Untermodul F, fiir den V/F isomorph zu einem Ideal ist.
Da die projektive Dimension von R"/F héchstens eins betrigt, kénnen nur
Primideale p mit grad pR, < 1 zu R"/F assoziiert sein, wegen (R"/F), =~ (V/F),
unter diesen aber auch nur solche, die zum torsionsfreien Modul V/F assoziiert
sind. Folglich ist auch R"/F torsionsfrei.

Wie V/F hat auch R*/F den Rang eins. Als torsionsfreier Modul des Ranges 1
ist R*/F isomorph zu einem Ideal o, das in unserem Fall die freie Auflésung

0—>F~R1 R >q —0 (*)

besitzt. Nach dem sogenannten Theorem von Hilbert-Burch (vgl. etwa
[4, Theorem 0]) hat o’ die Form a - a, wobei a ein Nichtnullteiler und a das
erste Fittingideal von a’ ist. Da (*) bei Lokalisieren nach Primidealen p mit
grad pR, < 1 aufspaltet, ist a = R oder grada > 2. Nach der bekannten
Abschitzung fiir den Grad von Determinantenidealen [6, Theorem 3] muf} bei
@ # R aber auch grad a <C 2 gelten. Der Epimorphismus f: R” — M induziert
wegen F C Kern f einen Epimorphismus von a o~ R*/F auf M. [

ANMERKUNG 1. Theorem 1 besitzt eine simple Umkehrung. Sie zeigt, daf3
die Aussage von Theorem 1 die Situation “grad Ann(M) > 2’ im wesentlichen
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kennzeichnet: Der R-Modul M sei homomorphes Bild eines Ideals a der projektiven
Dimension <1, p D Ann(M) ein Primideal, fiir das M, kein zyklischer R,-Modul
ist; dann ist grad p = 2. Beweis: Wir nehmen an, es sei grad p =X 1. Nach
eventuellem Ubergang zu einem p umfassenden Primideal diirfen wir auch noch
grad pR, <{ 1 annehmen. In diesem Fall sind aber alle in R, enthaltenen
Ry-Moduln endlicher projektiver Dimension, insbesondere auch ay, , isomorph
zu Ry, . Widerspruch!

ANMERKUNG 2. Theorem 1 148t sich zu folgender Aussage verallgemeinern:
M = Q sei ein von n Elementen erzeugter R-Modul mit grad Ann(M) > m > 1.
Dann ist M homomorphes Bild eines R-Moduls N mit folgenden Eigenschaften:

(a) N ist ein (m— 1)-ter Syzygienmodul, d.h. es existiert eine exakte
Sequenz 0 -~ N —F, — -+ — F, _ mit endlich erzeugten freien R-Moduln F; .

(b) rang N <<m — 1.
(c) Im Fall rang N << m — 1 ist N freier R-Modul; andernfalls besitzt N
etne freie Auflosung 0 — R — R» > N — (.

Bewers. Im Fall m > n + 1 existiert ein Epimorphismus B2 — M, und
wir kénnen N = R"-? wihlen. Im anderen Fall wird der Beweis im wesentlichen
wie der von Theorem 1 bzw. 3, Satz 1] gefiihrt. Im Kern I eines Epimorphis-
mus R* — M findet man mit Hilfe von [2, Satz 1] sukzessiv Elemente
X yeees X1 » die fiir alle Primideale p mit grad pR, <X m — 1 einen freien
direkten Summanden des Ranges # —m 4 1 von Ry® erzeugen. Wie in
[2, Satz 2] bewiesen, besitzt dann N ;= R”/Z::lmjLl Rx, die behaupteten
Eigenschaften. |

2. MODULN ENDLICHER LANGE

In diesem Abschnitt charakterisieren wir diejenigen noetherschen kommu-
tativen Ringe R, deren Moduln endlicher Linge simtlich in zyklische Moduln
eingebettet werden konnen. Ein endlich erzeugter R-Modul M besitzt genau
dann endliche Linge, wenn Ass(/M) nur aus maximalen Idealen besteht. Daraus
folgt mit Theorem 1: Falls alle maximalen Ideale von R mindestens den Grad
zwei haben, besitzt R die fragliche Eigenschaft. Wir werden aber sehen, daf3
diese Bedingung nicht notwendig ist. Wegen Satz 1, (f) bedeutet es keine
Verschirfung zu fragen, wann sich jeder R-Modul endlicher Linge in einen
zyklischen R-Modul endlicher Linge wesentlich einbetten 1a8t.

Wir reduzieren das Problem zunichst auf den lokalen Fall. Gemifl dem
Beweis der Aquivalenz von Theorem C und Theorem C’ in [1] gilt:

Satz 2. R sel ein kommutativer noetherscher Ring, I eine Menge von maxi-
malen Idealen von R. Folgende Aussagen sind dquivalent:
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(2) Jeder R-Modul M endlicher Linge mit Ass(M)CIR ist zyklisch
einbettbar.

(b) Fiir alle m € WM ist jeder R, -Modul endlicher Linge zyklisch einbettbar.

Beweis. Die Implikation (a) = (b) folgt unmittelbar daraus, daB jeder
R, -Modul endlicher Linge auch ein R-Modul der gleichen endlichen Linge
ist und m das einzige zu ihm als R-Modul assoziierte Primideal ist. Die Impli-
kation (b) = (a) wurde in [1, pp. 366, 367] mit Hilfe des Chinesischen Rest-
satzes bewiesen. (Beim Heranziehen von [1] beachte man, daB endliche Linge
des zyklischen Moduls und Wesentlichkeit der Einbettung unwesentlich sind.) |

Es gibt R-Moduln endlicher Linge mit beliebig grof8er Minimalerzeugenden-
zahl. Daher 148t sich nicht jeder R-Modul endlicher Linge in einen zyklischen
R-Modul einbetten, wenn die Minimalerzeugendenzahl der Ideale in R be-
schrankt ist. Nach einem Satz von I. S. Cohen [5, Theorem 9] trifft dies auf
lokale eindimensionale Integrititsbereiche zu. (Fiir Verallgemeinerungen und
eine Abschitzung der Erzeugendenzahl vgl. man [11].) Das Cohen’sche Resultat
ist das wesentliche Argument im Beweis von

Sarz 3. (R, m) sei ein lokaler Ring und besitze ein assozitertes Primideal p
mit dim R/p < 1. Dann gibt es einen nicht zyklisch einbettbaren R-Modul endlicher
Lénge.

Beweis. Seixe R, x 7% 0 mit xp = 0. Nach dem genannten Satz von Cohen
ist die Minimalerzeugendenzahl von Idealen in R/p beschriinkt, etwa durch die
Zahl n. Seien a, ,..., 4, Elemente von R, m: R — R/p bezeichne den natiirlichen
Epimorphismus. Nach einer eventuellen Umbenennung diirfen wir annehmen,
m(a,) liege in dem von w(ay),..., m(a,.,) erzeugten Ideal. Es gibt also Elemente
by ,...s b1 € R derart, daB

m(ay) + m(be) m(ap) + 4 7(bpya) m(@niy) =0
oder dquivalent
a + bya, + -+ b, a,,€P
ist. Multiplikation mit x fiihrt auf
xay + xbya + - 4 xbp a5, = 0.

Wegen & 5~ 0 existiert eine Zahl m mit x ¢ m™ Da es keine n + 1 linear
m™-unabhingigen Elemente in Rgibt, ist(R/m™)**nicht zyklisch einbettbar. |

Eines der Beispiele von Nagata [10, pp. 204, 205] zeigt, daB die m-adische
Komplettierung von R auch dann eindimensionale assoziierte Primideale
enthalten kann, wenn dies auf R selbst nicht zutrifft. Uns bleibt nur noch die
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Hoffnung, die Umkehrung von Satz 3 im kompletten Fall beweisen zu konnen,
denn es gilt:

SaTz 4. (R, n) sei ein lokaler Ring, (R, ) seine m-adische Komplettierung.
Genau dann ist jeder R-Modul endlicher Linge zyklisch einbettbar, wenn jeder
R-Modul endlicher Liinge zyklisch einbettbar ist.

Beweis. Zum Beweis der Implikation ‘=" geniigt es zu bemerken, daf3 ¢in
R-Modul M’ endlicher Linge auch R-Modul der gleichen endlichen Linge und
insbesondere komplett ist; damit gilt dann M’ ®x R = M".

Sei umgekehrt M ein R-Modul endlicher Linge. Dann li3t sich M 0, R = M
in einen zyklischen R-Modul, etwa R/a einbetten. Wegen Satz 1, (d) diirfen wir
annehmen, a sei fi-primir. Fiir solche Ideale a gilt bekanntlich a = R(a N R)
und Rja =~ R/(an R). |

Es ist zweckmilig, an dieser Stelle auf das Lemma zuriickzukommen. Es
besagt speziell fiir lokale Ringe: Genau dann ist jeder R-Modul endlicher
Linge zyklisch einbettbar, wenn es zu jeder ganzen Zahl # = [ linear mn-
unabhingige Elemente a, , b, € R gibt. Im Fall grad m > 2 konnen wir cine
R-Sequenz a, b und a,, :== a", b, :== b” wiihlen. Im allgemeinen Fall dim R == 2
—nur dieser ist ja nach Satz 3 noch von Interesse—kénnen wir es mit Elementen
a, b versuchen, die einem Parametersystem entnommen sind. Dann gibt es
immerhin zwel Primideale p, g in Rmiteep — qund beq — p.

Fir die Elemente x, y € R gelte xa” 4 vb* = 0. Wegen a ¢ g mull x in der
n-ten symbolischen Potenz ) von q, entsprechend y in p® liegen. Wir setzen

y(n) 1= max{m: p™ Cm™}
und
B(ny ;= max{m: g'~ Cm™}

Wenn 7 und 8 unbeschrinkt sind, kénnen wir zu jeder ganzen Zahl m 2= | eine
Zahl n so finden, daf3 a”, b” linear m™-unabhingig sind.

Notwendig fiir die Unbeschrinktheit von 7 (und entsprechendes gilt fiir 8)
1st sicherlich die Giiltigkeit der Gleichung

m P(") = 0. (*)

neN

Wenn aber R komplett ist, ist (*) nach einem Satz von Chevalley [10, p. 103,
(30.1)] auch hinreichend. Das Ideal (),,.n P ist gerade der Kern des natiirlichen
Homomorphismus R — R, . Besitzt R nur ein assoziiertes Primideal, so ist dies
notwendig das einzige minimale Primideal von R. Jedes Primideal p enthilt
dann simtliche Nullteiler: R — R, ist injektiv.

Wir fassen zusammen:
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Satz 5. (R, m) sie ein kompletter lokaler Ring mit genau einem assoziterten
Primideal. Es gelte dim R > 2, und die Elemente a, b seien einem Parametersystem
von R entnommen. Dann gibt es eine unbeschrinkte, nicht fallende Funktion {
derart, daf fiir alle ganzen Zahlen n > 1 die Elemente a®, b* linear m&™-
unabhdingig sind.

Der beim Beweis von Satz 5 verwendete Satz von Chevalley wird uns auch
helfen, die Primirzerlegung zu iiberwinden, mit deren Hilfe wir den allgemeinen
Fall auf Satz 5 zuriickfithren werden.

Sa1z 6. (R, m) sei ein kompletter lokaler Ring. Fiir alle Primideale p € Ass(R)
besitze der Restklassenring R[p mindestens die Dimension 2. Dann existieren zu jeder
ganzen Zahl n > 1 linear m™-unabhdngige Elemente a,, , b, € R.

Beweis. Sei 0 = 1, N - Nr, eine reduzierte Primirzerlegung des Null-
ideals von R, p; das Radikal von t;, 7 = 1,..., 7. Dann ist Ass(R) = {p; ,..., P-}-
Wir bezeichnen den natiirlichen Epimorphismus R — R; := R/r; durch ¢;
und das maximale Ideal von R, mit m, .

Fiir jeden der Ringe R; gilt Ass(R;) = {p,/r;}. Daher erfiillen diese Ringe
die Voraussetzungen von Satz 5. Es bereitet keine Mihe, Elemente a, b€ R
derart zu finden, daB {p,(a), p,(b)} fiir alle { = 1,..., r zweielementige Teilmenge
eines Parametersystems von R; ist. Nach Satz 5 gibt es unbeschrinkte, nicht
fallende Funktionen {;, so daB ¢,(a)?, ¢,(b)" linear m:*™-unabhingig sind,
n>=11:=1,.,r

Sei

n(n) 1= max{m: xa" + yb" = 0 impliziert x, y € m™}.

Zu zeigen ist: 7 ist unbeschrinkt. Bei xa™ 4 yb" = 0 folgt ¢,(x) pa)* +
@ ¥) @A) = 0, also pi(x), p( ¥) € mé™ und somit insgesamt

T
xyen, = () m“® 4.
i=1

Wir setzen
0(n) := max{m: n, C m™}

Es gilt fiir alle 2> 1: 8(n) < n(n). Da die Funktionen {; nicht fallen, bilden die
Ideale n,, eine absteigende Folge. Da die Funktionen {; unbeschrinkt sind, hat
man ()5, (M&" 4 v,) = r;, und (),_, r; = O gilt ohnehin. Es folgt:

0 = () () & 11,

n3l n>l i=1

»r

:nm(m“<")+r)~(‘\rﬁo

Der Satz von Chevalley zeigt: 8 ist unbeschrinkt. JJ
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Jetzt haben wir alle wesentlichen Argumente fiir den Beweis unseres zweiten
Hauptergebnisses zusammengetragen.

Turorem 2. Folgende Aussagen iiber einen kommutativen noetherschen Ring R
sind dquivalent:

(a) Jeder R-Modul endlicher Lénge ist zyklisch einbettbar.

(b) Zu jedem maximalen Ideal Wt von R und jeder Zahl n > 1 existieren
linear \n"-unabhingige Elemente a, b € R.

(¢) Fiir jedes maximale Ideal wt von R gilt: die m-adische Komplettierung R,
von R besitzt keine assoziierten Primideale p mit dim R, /p < 1.

Beweis. Die Implikation (a) = (b) ist eine Abschwichung des trivialen Teils
des Lemmas. Gilt (b), so 148t sich jeder der R-Moduln R/m” @ Rj/m» zyklisch
einbetten. Nach Tensorieren mit R, folgt: R, /(mR,)* ® R J(mRy)™ ist
zyklisch einbettbarer R, -Modul. Der nichttriviale Teil des Lemmas impliziert:
Jeder R,-Modul endlicher Linge ist zyklisch einbettbar. Nach Satz 4 und
Satz 2 folgt aus dieser Aussage einerseits Teil (a), andererseits ist sie gemil
Lemma, Satz 3 und Satz 6 zu (c) dquivalent. ||

Wir notieren noch zwei Folgerungen zu Theorem 2:

KoroLLar 1. (R, m) sel ein kompletter lokaler Ring, der lokale Ring (.S, n)
sei eme flache lokale Erweiterung von R. Besitzst R keine assoziierten Primideale
einer Dimension <1, so gilt dies auch fiir S.

Beweis. Da die Erweiterung von R zu S lokal ist, S/u” Restklassenmodul von
(R/m?) &g S. Aus der Flachheit folgt, dall ((R/in?) Gg S) @ (R/m*) Rr S)
zyklisch einbettbarer S-Modul ist, falls sich R/m” & R/m” in einen zyklischen
R-Modul einbetten lit. J

In der folgenden Definition und dem sich anschlieBenden Korollar bezeichnet
R wieder einen beliebigen kommutativen noetherschen Ring.

DEFINITION.  Sei p ein Primideal in R und S die pR-adische Komplettierung
von R, . Dann setzen wir

d*(p) := min{dim S/q: q € Ass(S)}
Stets gilt grad pR, <X d*(p) «<J dim R,, .
KoroLLaAR 2. Fir das Primideal p in R sei d*(p) > 1. Ist p in einem Primideal

q mit d*(q) < 1 enthalten, so ist p* nur fiir endlich viele n ein Primdrideal. Es gibt
dann sogar eine ganze Zahl m > 1 mit p'» ¢ g fiir allen > 1.
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Beweis. Wegen d*(p) > 1 konnen wir nach Theorem 2 zu jeder ganzen
Zahl n > 1 linear (pRy)"-unabhingige Elemente a,,b,€ R, finden. Nach
Multiplikation mit einer geeigneten Einheit von R, dirfen wir a,,b,€R
annehmen. Dann sind a,, , b, linear p*-unabhingig. Wire die letzte Behauptung
falsch, existieren zu jedem m > 1 zwei linear g™-unabhingige Elemente,
nimlich a, , b, falls p™ C q'™®. Dann miifite aber auch d*(q) > 1 sein. |

3. EiN ALLGEMEINES KRITERIUM FUR ZYKLISCHE EINBETTBARKEIT

Aus den Sitzen des vorangegangenen Abschnitts ergibt sich die folgende
hinreichende Bedingung fiir die zyklische Einbettbarkeit eines R-Moduls M
endlicher Linge:

(H) Sei p e Ass(R/Ann(M)), S die pRy-adische Komplettierung von Ry,
q ein in S zu S assoziiertes Primideal und ¢’ ein q umfassendes Primideal mit
dim S;/qSy < 1. Dann ist Ann(M)S ¢ q'.

Diese Bedingung nimmt keinen Bezug mehr auf die endliche Léinge von M.
In der Tat erweist sie sich fiir beliebige endlich erzeugte R-Moduln als hin-
reichend. Man beachte, daB (H) bei grad Ann(M) > 2 erfillt ist.

THEOREM 3. R sei ein kommutativer noetherscher Ring und M ein endlich
erzeugter R-Modul, der die Bedingung (H) erfiillt. Dann ist M zyklisch einbettbar.

Beweis. Wir bilden U := {a Ideal in R : M := Rfa erfiillt (H)}. Sei ae A
und b ein Ideal in R mit Ass(R/b) == Ass(R/a). Wir wihlen ein Primideal
p € Ass(R/b)und S, q, " entsprechend (H). Bezeichne ¢: R — S den natiirlichen
Homomorphismus. Da p € Ass(R/a), existiert ein aca mit ¢(a) ¢q’. Fiir
geniigend groBes n liegt a” in b, aber ¢(a”) nie in ¢'. Also erfiillt auch R/b die
Bedingung (H) und A die Voraussetzung des Lemmas. Es geniigt somit, den
folgenden Satz zu beweisen:

Satz 7. R sei ein kommutativer noetherscher Ring und a ein Ideal in R, fiir das
R/a der Bedingung (H) geniigt. Dann gibt es linear a-unabhdngige Elemente a, b € R.

Beweis. Sei a:=1; N -+ N1, eine reduzierte Primirzerlegung von a und
p; := rad r; . Als p,-primires Ideal umfaflt r; eine symbolische Potenz von p,,
etwa pi{"?. Bezeichne S; die p,R p,-adische Komplettierung von Ry , n, ihr
maximales Ideal und ¢;: R — S, den natiirlichen Homomorphlsmus Weiterhin
bendstigen wir zu jedem ¢ eine reduzierte Primirzerlegung x;; N - N xy des
Nullideals von S; und die natiirlichen Homomorphismen g ;: R — R;;:== S:/t,-j.

Die Bedingung (H) sichert, da wir mit den {blichen Allgemeine-Lage-
Argumenten Elemente ¢, d € R derart finden kénnen, daB {g;;(c), ¢;;(d)} fiir alle
7= 1,..,7 und j = 1,..., k; zweielementige Teilmenge eines Parametersystems
von S,; ist. Die Uberlegungen im Beweis von Satz 6 zeigen: Fiir geniigend grofes
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z sind ¢;(c*}, @,(d*) linear n}~unabhingig. Urbild von n}7 unter ¢, ist gerade
p!"?. Daher sind ¢*, d* linear p{"/-unabhingig. Wegen a D p{"’ N --- N p{™
kénnen wir @ := ¢”, b : == d" wahlen. |

4. EINBETTUNG vON MODULN IN DIREKTE SUMMEN ZYKLISCHER NODULN

In diesem Abschnitt charakterisieren wir diejenigen kommutativen
noetherschen Ringe R, iiber denen sich jeder endlich erzeugte Modul in eine
direkte Summe endlich vieler zyklischer Moduln einbetten ldfit, Dabei spielt
die Eigenschaft “‘approximativ Gorensteinsch” eine entscheidende Rolle. Sie
wird in {7] folgendermaBen definiert: R heifit approximativ Gorensteinsch,
wenn jede Potenz im” eines jeden maximalen Ideals mt ein Ideal a enthilt, fiir
das R/a Gorensteinring ist. Es 1st leicht cinzusehen, daf3 eine Lokalisicrung R,
genau dann approximativ Gorensteinsch ist, wenn jedes p-primire Ideal ein
irreduzibles p-primires Ideal enthilt.

THEOREM 4. R sei ein kommutativer noetherscher Ring. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) Jeder endlich erzeugte R-Modul lif3t sich in eine direkte Summe endlich
vieler zyklischer R-Moduln einbetten.

(b) Alle Lokalisierungen Ry , p € Spec R, sind approximativ Gorensteinsch.
Ist R ausgezeichnet, so ist jede der Aussagen (a) und (b) dquivalent zu:

(¢} Ry ist Gorensteinring fiir alle Primideale p € Ass(R).

Bewers. LEin approximativ Gorensteinscher lokaler Ring, dessen maximales
Ideal zu ihm assoziiert ist, ist nach [7] stets ein (nulldimensionaler) Gorenstein-
ring. Daher impliziert (b) stets (c). Umgekehrt wird in [7] bewiesen, daf} ein
ausgezeichneter Ring mit Eigenschaft (¢) approximativ Gorensteinsch ist.
Sowohl Eigenschaft (¢) als auch die Eigenschaft, ausgezeichnet zu scin, iiber-
tragen sich von R auf alle Lokalisierungen. Somit folgt fiir ausgezeichnete
Ringe (b) aus (c).

Zum Beweis der Implikation (b) -> (a) betten wir einen gegebenen R-Modul
M zunichst in die direkte Summe seiner Primdrkomponenten ein. Danach
kénnen wir annehmen, M sei ein p-primidrer Modul, p € Spec R. Dann ist
Ann(M) ein p-primires Ideal und Ass(M) = {p}. Gemif3 (b) enthilt Ann(M)
ein p-primires irreduzibles Ideal a. Sei S := R/a, q := p/a. Dann ist Ass(S) =
{q} und S, ein Gorensteinring. Ferner ist q das einzige zu M als S-Modul
assoziierte Primideal. A ist also cin torsionsfreier S-Modul, nach [13,
Theorem (A.1)] sogar ein torsionsloser S-Modul, d.h. M liBt sich in einen
endlich erzeugten freien S-Modul einbetten. Diese Einbettung ist in natirlicher
Weise eine Einbettung des R-Moduls M in eine direkte Summe zyklischer
R-Moduln.
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Jeder endlich erzeugte R;-Modul N 14Bt sich in der Form N = M Q R,
mit einem endlich erzeugten R-Modul M darstellen. (Falls N endliche Linge
hat, kann M p-primir gewihlt werden.) Wir kénnen also beim Beweis der
Implikation (a) = (b) annehmen, daBB R ein lokaler Ring und p sein maximales
Ideal ist. Wir wihlen M als injektive Hiille des R/p”-Moduls R/p. M hat gemil3
[9, Proposition 2.2, Theorem 3.7 und Theorem 3.11] folgende Eigenschaften:
M besitzt endliche Linge, Ann(AM) = p”, und der Nulluntermodul von M ist
irreduzibel. Eine Einbettung von M in eine dirckte Summe (endlich vieler)
zyklischer Moduln induziert also eine Einbettung in einen der Summanden,
etwa R/a. Wir diirfen annehmen, daB3 R/a wesentliche Erweiterung von M ist.
Nun ist leicht zu sehen, dal a ein in p” enthaltenes irreduzibles p-primires
Ideal ist. [

Der Beweis von Theorem 4 zeigt, dal wir Aussage (a) durch Weglassen von
“‘endlich vieler” noch abschwichen kénnen. Er zeigt weiterhin, daBl die Aussage
dieses Theorems sich auch relativ zu einem R-Modul M bzw. zu einem Prim-
ideal p formulieren 14Bt: R, sei approximativ Gorensteinsch fiir alle Primideale
q € Ass(M); dann 146t sich M in eine direkte Summe endlich vieler zyklischer
R-Moduln einbetten. Und: Alle endlich erzeugten p-primiren Moduln seien
in direkte Summen zyklischer R-Moduln einbettbar; dann ist R, approximativ
Gorensteinsch. Beschrinken wir uns etwa auf R-Moduln endlicher Linge, so
ergibt sich die Aquivalenz zwischen den Aussagen (a) und (b) des folgenden
Theorems. Die Aquivalenz zwischen (b) und (c) ist Hochster’s Charakterisierung
von “‘approximativ Gorensteinsch.”

THEOREM 5. Fiir einen kommutativen noetherschen Ring R sind folgende
Aussagen gleichwertig:

(a) Jeder R-Modul endlicher Liinge lif3t sich in eine direkte Summe zyklischer
R-Moduln einbetten.
(b) R ist approximativ Gorensteinsch.

(c) Fiir jedes maximale Ideal m won R gilt: Im Fall dim Ry, = 0 ist Ry,
ein Gorensteinring; andernfalls ist ™Ry, nicht zu Ry, assoziiert, und fiir jedes
Primideal p € Ass(R,,) mit dim Ry,/p = 1 Lifit sich Ry/p @ Ryfp nicht in R,
einbetten.

Die Analogie zwischen den Theoremen 2 und 5 ist bemerkenswert.
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