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EINLEITUNG 

Sei R ein kommutativer noetherscher Ring. Die Frage “Unter welchen 

Voraussetzungen la& sich ein endlich erzeugter R-Modul in einen zyklischen 
R-Modul oder wenigstens in eine direkte Summe endlich vieler zyklischer 
R-Moduln einbetten ?” ist vermutlich zu allgemein formuliert, als dal3 sie 
sinnvoll beantwortet werden kann. Spezialisierungen, denen wir in dieser 
Arbeit nachgehen werden, fiihren indessen auf interessante Ergebnisse. 

Motivation und zugleich das erste uns bekannte Resultat in diesem Problem- 
kreis (abgesehen natiirlich vom Struktursatz fur endlich erzeugte Mod& iiber 

Hauptidealringen) ist das folgende Theorem von M. Auslander [l, Theorem C] : 
R sei ein normaler Integritatsbereich, samtliche Lokalisierungen von R nach 
maximalen Idealen seien Gorensteinringe mindestens der Dimension zwei; 
dann la& sich jeder R-Modul endlicher Lange in einen zyklischen R-Modul 
einbetten. In [S] wurde diese Aussage fur “Cohen-Macaulay-Ringe” anstelle 
von “Gorensteinringen” behauptet. Der angegebene Beweis enthalt jedoch 
einen Fehler, so dal3 die erste Verallgemeinerung des Auslander’schen Satze 
sich wohl in [3, Satz 41 findet: Die Voraussetzung “normaler Integritats- 
bereich” ist uberflussig. 

Ein endlich erzeugter R-Modul ist genau dann von endlicher Lange, wenn sein 
Annullatorideal Ann(M) endliche Kolange in R besitzt. Dies und die speziellen 
Voraussetzungen des Auslander’schen Satzes implizieren, da8 Ann(M) fur die 
dort betrachteten Moduln mindestens den Grad 2 besitzt. (Der Grad eines 
Ideals a bezeichnet die maximale Lange der in ihm enthaltenen R-Sequenzen.) 
Damit sind diejenigen Klassen von R-Moduln, denen unser Interesse in den 
ersten beiden Abschnitten gelten wird, genannt: die R-Moduln M mit 
grad Ann(M) > 2 und die R-Moduln endlicher Lange. 

Sowohl die Klasse der Ideale a C R mit grad a > 2, als such die Klasse der 
Ideale endlicher Kolange besitzen folgende Eigenschaft: Mit einem Ideal a 

239 
0021-8693/78/0531-0239$02.00/O 

Copyright 0 1978 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 

a81/<2/1-16 



240 WINFRIED BRUITS 

gehijrt such jedes Ideal b mit Ass(R/b) = Ass(R/a) zu ihr. Sei BL eine Klasse 
von Idealen mit dieser Eigenschaft. Es wird sich zeigen, daR genau dann jeder 
endlich erzeugte R-Modul M mit Ann(M) E 2l in eincn zyklischen R-Modul 

eingebettet werden kann, wenn zu jedem Ideal a E ?f Elemente a, b E R cxistieren 
die linear a-unabhangig sind. Wir nennen Elemente a, ,..., a,,, E R linear 
a-unabhangig, wenn eine Gleichung b,a, f ... + b,,+~,~~ = 0 nur mit Elementen 
6, ,..., b,,, E a erfullt werden kann. 

Eine in einem Ideal a enthaltene R-Sequenz a, b ist linear (Ra -t Rb)- und 
erst recht a-unabhangig. Es folgt unmittelbar: Ein endlich erzeugter R-1Modul M 
mit grad Ann(M) 3 2 la& sich cinen zyklischen R-Modul einbetten. Es gilt 
indessen noch mehr, und dies kennzeichnet im wesentlichen die Situation 
grad Ann(M) 3 2: M ist dann sogar homomorphes Bild eines Ideals, das eine 
freie Aufliisung der Lange <l besitzt. 

Bereits in [1] wurde bewiesen, daB sich die Antwort auf die Frage, ob R die 
Einbettung eines jeden R-Moduls endlicher Lange in einen zyklischen Modul 
gestatte, an den Lokalisierungen von R nach seinen maximalen Idealen ablescn 
la&. Die Minimalerzeugendenzahl von Idealen tines eindimensionalen lokalen 

Ringes ist beschrankt [5, 1 I]. D araus folgt sehr schnell, dal3 die obige Frage fur 

einen lokalen Ring zu verneinen ist, sobald er assoziierte Primideale einer 
Dimension <l enthalt. Umgekehrt lassen sich beim Fehlen solcher Primideale 
in einem kompletten lokalen Ring mit maximalen Ideal nt zu jeder ganzen 
Zahl n > 1 linear tit”-unabhangige Elemente a, b finden. Da die Antwort auf 
die obige Frage gegeniiber Komplettierung invariant ist, folgt als zweites 

Hauptergebnis: Genau dann la& sich jedcr R-Modul endlicher Lange in einen 
zpklischen R-Modul einbetten, wenn fur jedes maximale Ideal rn von R die 

nt-adische Komplettierung keine assoziierten Primideale einer Dimension :< 1 
besitzt. 

Die fur die Einbettbarkeit von Moduln endlicher Lange gewonnene hin- 
reichende Bedingung 1aRt sich so formulieren, dal3 in ihr auf die endliche 
Lange kein Bezug mehr genommen wird: Sei p e Ass(R/Ann(M)), S die 

pR,-adische Komplettierung von R, , q ein zu S assoziiertes Primideal van S 

und qJ ein q umfassendes Primideal mit dim S,,/qS,, < 1; dann ist 
Ann(M) $ q’. Tm dritten Abschnitt beweisen wir, dal3 jeder endlich erzeugte 
R-Modul, der diese “grad Ann(M) 2 2” abschwachendc Bedingung erfullt, 
in einen zyklischen R-Modul eingebettet werden kann. 

Der letzte Abschnitt enthalt die Charakterisierung derjenigen noetherschen 
Binge, deren endlich erzeugte Moduln sich in direkte Summen endlich vieler 
zyklischer R-Mod&r einbetten lassen: Es sind dicjenigen Ringc R, deren 
Lokalisierungen nach Primidealcn samtlich approsimativ Gorensteinsch im 
Sinne von [7] sind. Falls R ausgezeichnet ist, gcstatten die Ergebnisse in [7] 
tine besonders einfachc Beschrcibung dieser Eigenschaft. Es genugt dann, dal3 
die Lokalisierungen R, , p E Ass(R), Gorensteinringc sind, also z.B. dal3 R 
reduziert ist. Oh sich j&r R-Xlodul endlicher Lang; in eine direkte Summe 
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(endlich vieler) zyklischer R-Moduln einbetten la&, hangt natiirlich nur von 
den Lokalisierungen R, nach den maximalen Idealen m ab. Hochster hat in [7] 
die approximativ Gorensteinschen lokalen Ringe mit Hilfe der assoziierten 
Primideale der Komplettierung beschrieben. Es ist bemerkenswert, daD sich die 
Einbettbarkeit von Moduln endlicher Lange sowohl in zyklische Moduln als 
such in direkte Summen (endlich vieler) zyklischer Moduln an den assoziierten 
Primidealen der Ringe &, ablesen I&. 

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts wurden gemeinsam von Phillip 
Griffith und uns gefunden. Wir danken ihm fur die Erlaubnis, diese Ergebnisse 
hier zu veroffentlichen. Udo Vetter danken wir fiir zahlreiche anregende 
Diskussionen, ohne die diese Arbeit nicht geschreiben worden ware. 

Einige Bezeichnungen und Begriffe: Mit Ass(M) bezeichnen wir die zu einem 
R-Modul assoziierten Primideale, mit p(M) seine Minimalerzeugendenzahl. 
Sei Q(R) der totale Quotientenring von R. 1st M OR Q(R) ein freier Q(R)- 
Modul, so nennen wir die Anzahl der Elemente einer Basis dieses Moduls den 
Rang von &Z (vgl. [12, $61). Eine Einbettungf: N -+ M heiBt wesentlich, wenn 
fiir alle Untermoduln M’ # 0 von M gilt: f(N) r~ M’ # 0. Einen irreduziblen 
Untermodul M’ kann man nicht in der Form M’ = M” n ikl”’ mit M’ echt 
umfassenden Untermoduln M”, M” darstellen. Von einem lokalen Ring ver- 
langen wir, da8 er noethersch ist und genau ein maximales Ideal besitzt. Unter 
der Dimension eines Ringes R oder eines Ideals a von R, abgektirzt dim R 
bzw. dim a, verstehen wir die Krulldimension von R bzw. R/a. 

1. MODULN DES GRADES 3 2 

Der Kiirze halber nennen wir einen R-Modul M zyklisch einbettbar, wenn 
M sich in einen zyklischen R-Modul einbetten Ia&. Es lohnt sich, die Aussage, 
M sei zyklisch einbettbar, in verschiedener Weise umzuformulieren, weil diese 
neuen Formulierungen Hinweise auf unser spgteres Vorgehen liefern. Dariiber 
hinaus halt der folgende Satz zwei elementare, aber wichtige Eigenschaften 
zyklisch einbettbarer Moduln fest. 

SATZ 1. R sei ein (beliebiger) kommutativer Ring, M ein endlich erzeugter 
R-Mod&. Folgende Aussagen sind iiquivalent: 

(a) M ist zyklisch einbettbar. 

(b) M ist homomorphes Bild eines Ideals. 

(c) Fiir jeden Epimorphismus fi R” --t M gilt: Kern f enthalt einen Unter- 
modul U, fiir den R”/U isomorph zu einem Ideal ist. 

(d) Fiir jeden Epimorphismus f: Rn + M und jede Basis e, ,..., e, von R” 
exist&en Elemente a, ,..., a,, E R derart, daJ fiir den durch die Zuordnung ei -+ ai 
dejinierten Epimorphismus g : R” -+ xy=, Rai gilt: Kern g C Kern f. 
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Sei nun M zyklisch einbettbar. Dann gilt; 

(e) Jeder Gntermodul und jedes homomorphe Bild @on M ist zyklisch 
einbettbar. 

(f) Esgibt eine wesentliche Einbettung aon M in einen zyklischen R-Modul C. 

Insbesondere ist dann Ass(M) = Ass(C) und, falls R noethersch ist, such 
rad Ann(M) ‘mm- rad Ann(C). 

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (a))(d) ist trivial; gleiches gilt fur (c). 
Sei g: M + D eine Einbettung von M in cinem zyklischen R-Modul I). 

1Vir wahlen ein maximalcs Element B der Menge [V: V Untermodul von I) und 
17 n g(M) = 01. Die induzierte Einbettung f: M--f C :- - D/E ist dann 
wesentlich. Aus der Definition des assoziierten Primideals folgt jetzt unmittelbar 
Ass(M) =: Ass(C). Falls R noethersch ist, stimmcn die minimalen Elemente von 
Ass(M) mit den minimalen unter den Ann(M) umfassenden Primidealen 
iiberein. Also gilt dann rad Ann(M) = rad Ann(C). 1 

Sei a Ideal des Ringes R. Fin endlich erzeugter R-Modul M mit Ann(M) =: a 
ist Restklassenmodul v-on RnIaRn fur geniigend groRes n. Xach Satz 1, 
(a) c> (d) und (e) folgt: Genau dann ist jeder endlich erzeugte R-Modul M 
mit Ann(M) = (I zyklisch einbettbar, wenn zu jeder ganzen Zahl n > 1 linear 

a-unabhangige Elemente a, ,..., a, E R exist&en. Sobald wir alle &Ioduln 

betrachten, deren Annullator einer gewissen Klasse 91 von Idealen angehiirt, 
vereinfacht sich das Problem ganz erheblich: 

LEMMA. R sei ein (beliebiger) kommutatizer Ring. Fiir die Menge r2L aon Idealen 
in R gelte: Ist a E 91 und fiir das Ideal b in R Ass(R/b) = Ass(R/a), so ist such 
b E ?l. Dann sind folgende Aussagen iiquiaalent: 

e ey 
einbel:2nuJ d 

endlich erzeugte R-Modul M mit Ann(M) E ?I ist zyklisch 

(b) Zu jedem Ideal Q E ‘ll und jedem n existieren linear a-unabhiingige 
Elemente a, ,..., a, E R. 

(c) Fii~ alle Ideale a E ?I ist R/a @ R/a zyklisch einbettbar. 

(d) Zu jedem Ideal a E 9l existieeren linear a-unabhiingige Elemente a, b E R. 

Beweis. Die Aquivalenz von (a) und (b) h a b en wir bereits diskutiert. Ebenso 

ist klar, daf3 (a) die Aussage (c) impliziert und da13 (c) und (d) gleichwertig sind. 
Die Implikation (c) = (a) beweisen wir durch Induktion iiber die Minimal- 

erzeugendenzahl p(M) des R-Moduls M; dabei ist der Induktionsanfang 
p(M) < 1 trivial. Sei also n := p(M) > 1 und a := Ann(M). M ist homo- 
morphes Rild von RnIaRn g. R/a @ Rn-l/aRnpl. n’ach Induktionsvoraussetzung 
und Satz 1, (f) 1aRt sich Rnpl/aRnpl in einen zyklischen R-Modul R/b mit 
Ass(R/b) := Ass(R/a), also b E BI, einbetten. Da b den R-Modul Rn~l/aR+r 
annulliert, mu8 b C a sein. Dcshalb ist R/a @ R/b homomorphes Rild van 
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R/b @ R/b, und dieser Modul ist nach Voraussetzung (c) zyklisch einbettbar. 
Mehrfache Anwendung von Satz 1, (e) zeigt: Auch Mist zyklisch einbettbar. 1 

Eine in a enthaltene R-Sequenz a, b ist linear (Ra + Rb)-unabhangig, erst 
recht linear a-unabhtigig. Da fur ein Ideal a in einem noetherschen Ring 
grad a = min{grad p: p E Ass(R/a)} gilt, folgt sofort das 

KOROLLAR. Sei R ein kommutativer noetherscher Ring und M ein endlich 

erzeugter R-Modul mit grad Ann(M) > 2. Dann ist M zyklisch einbettbar. 

Wahrend das Lemma in den folgenden Abschnitten eine Schliisselstellung 
einnehmen wird, hatte es in diesem Abschnitt nur die Aufgabe, einen besonders 
’ ‘nfachen Beweis des Korollars zu liefern. Das Korollar folgt namlich such aus 

1 ganz anders hergeleiteten 

'REM 1. R sei ein kommutativer noetherscher Ring, M # 0 ein endhch 

er, R-Modul mit grad Ann(M) > 2. M besitxe ein Erzeugend~ystem aus 
n Elementen. Dann ist M homomorphes Bild eines Ideals a mit folgenden Eigen- 

schaften: 

(a) a besitxt eine freie Aufl&ung 0 + R”-l+ R” -+ a + 0. 

(b) Entweder a = R oder grad a = 2. 

Beweis. Sei f: R” ---f M ein Epimorphismus, V := Kern f. Fur alle Prim- 
ideale p mit grad pR, < 1 gilt p $ Ann(M) wegen grad Ann(M) > 2. Dies 

impliziert M, = 0, also V,, = R, 11 fiir alle diese Primideale. Nach [3, Satz l] 
enthalt v einen freien Untermodul F, fiir den V/F isomorph zu einem Ideal ist. 
Da die projektive Dimension von R”/F hiichstens eins betragt, konnen nur 
Primideale p mit grad pR, < 1 zu R”/F assoziiert sein, wegen (Rn/F)p z ( V/F)P 
unter diesen aber such nur solche, die zum torsionsfreien Modul V/F assoziiert 
sind. Folglich ist such R”/F torsionsfrei. 

Wie V/F hat such Rn/F den Rang eins. Als torsionsfreier Modul des Ranges 1 
ist Rn/F isomorph zu einem Ideal a’, das in unserem Fall die freie Aufliisung 

O--+F- Rn-l+Rn-+o’-+O (*) 

besitzt. Nach dem sogenannten Theorem von Hilbert-Burch (vgl. etwa 
[4, Theorem 01) hat a’ die Form a . a, wobei a ein Nichtnullteiler und a das 
erste Fittingideal von a’ ist. Da (*) bei Lokalisieren nach Primidealen p mit 
grad pR, < 1 aufspaltet, ist a = R oder grad a > 2. Nach der bekannten 
Abschatzung fur den Grad von Determinantenidealen [6, Theorem 31 mul3 bei 
a # R aber such grad a < 2 gelten. Der Epimorphismus f: R” -+ M induziert 
wegen F C Kern f einen Epimorphismus von a z Rn/F auf M. 1 

ANMERKUNG 1. Theorem 1 besitzt eine simple Umkehrung. Sie zeigt, dal3 
die Aussage von Theorem 1 die Situation “grad Ann(M) > 2” im wesentlichen 
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kennzeichnet: Der R-Mod& M sei homomorphes Bild eines Ideals a der projektiven 
Dimension -5 1, p 3 Ann(M) ein Primideal, fib das M,, kein zyklischer R,-Modul 
ist; dann ist grad p 3 2. Beweis: Wir nehmen an, es sei grad p -g 1. Xach 
eventuellem iibergang zu einem p umfassendcn Primideal diirfen wir such noch 
grad pR, .< I annehmen. In diesem Fall sind aber alle in R, enthaltenen 

R,-Moduln endlicher projektiver Dimension, insbesondere such up, isomorph 
zu R, Widerspruch! 

ANMERKUNC 2. Theorem 1 la& sich zu folgender Aussage verallgemeinern: 
M If 0 sei ein von n Elementen erxeugter R-Modul mit grad Ann(M) 3 m > 1. 
Dann ist M homomorphes Bild eines R-Mod&s N mit folgenden Eigenschaften: 

(a) ~1~ ist ein (m -- I)-ter Syzygienmodul, d.h. es existiert eine exakte 
Sequent 0 + N---f F1 -+ ... + FTn+l mit endlich erzeugten freien R-&Ioduln Fi 

(b) rangN<m- 1. 

(c) Im Fall rang N < m - 1 ist N freier R-Modul; andernfalls besitzt iV 
eine freie Auf&sung 0 - Rn-nz+l + R” + N - 0. 

Beweis. Im Fall m ;> n + 1 existiert ein Epimorphismus RT’L+z - M, und 
wir k&men N = R”’ 2 wahlen. Im anderen Fall wird der Beweis im wesentlichen 

wie der von Theorem 1 bzw. [3, Satz l] gefuhrt. I’m Kern V eines Epimorphis- 
mus RfL -+ M findet man mit Hilfe von [2, Satz I] sukzessiv Elemente 

% 7"') x:n--m ,I > die fur alle Primideale p mit grad pR, < m - 1 einen freien 
direkten Summanden des Ranges n - m + 1 von R,” erzeugen. Wie in 
[2, Satz 21 bewiesen, besitzt dann N := Rn/Cyllm”+l Rx, die behaupteten 

Eigenschaften. 1 

2. MODULN ENDLICHER LANGE 

In diesem Abschnitt charakterisieren wir diejenigen noetherschen kommu- 
tativen Ringe R, deren Moduln endlicher Lange samtlich in zyklische Moduln 
eingebettet werden konnen. Ein endlich erzeugter R-Modul M besitzt genau 
dann endlichc Lange, wenn Ass(M) nur aus maximalen Idealen besteht. Daraus 
folgt mit Theorem 1: Falls alle maximalen Ideale von R mindestens den Grad 
zwei haben, besitzt R die fragliche Eigenschaft. Wir werden aber sehen, daS 
diese Bedingung nicht notwendig ist. Wegen Satz 1, (f) bedeutet es keine 
Verscharfung zu fragen, wann sich jeder R-Modul endlicher Lange in einen 
zyklischen R-Modul endlicher Lange wesentlich einbetten la&. 

Wir reduzieren das Problem zunachst auf den lokalen Fall. GemaB dem 
Beweis der Aquivalenz von Theorem C und Theorem C’ in [I] gilt: 

SATZ 2. R sei ein kommutativer noetherscher Ring, 9.X eine .Wenge von ma.C- 
malen Idealen von R. Folgende Aussagen sind iiquivalent: 



EINBETTUNG VON MODULN 245 

(a) Jeder R-Modul M endlicher L&e mit Ass(M) C 92 ist xyklisch 

einbettbur. 

(b) 8% alle m E 92 ist jeder R,-Modul endlicher L&nge zyklisch einbettbar. 

Beweis. Die Implikation (a) * (b) folgt unmittelbar daraus, daD jeder 
R,-Modul endlicher Lange such ein R-Modul der gleichen endlichen Lange 
ist und m das einzige zu ihm als R-Modul assoziierte Primideal ist. Die Impli- 
kation (b) * (a) wurde in [l, pp. 366, 3671 mit Hilfe des Chinesischen Rest- 
satzes bewiesen. (Beim Heranziehen von [l] beachte man, dal3 endliche Lange 
des zyklischen Moduls und Wesentlichkeit der Einbettung unwesentlich sind.) 1 

Es gibt R-Moduln endlicher Lange mit beliebig groDer Minimalerzeugenden- 
zahl. Daher lal3t sich nicht jeder R-Modul endlicher Lange in einen zyklischen 
R-Modul einbetten, wenn die Minimalerzeugendenzahl der Ideale in R be- 
schrankt ist. Nach einem Satz von I. S. Cohen [5, Theorem 91 trifft dies auf 
lokale eindimensionale Integritatsbereiche zu. (Fur Verallgemeinerungen und 
eine Abschatzung der Erzeugendenzahl vgl. man [l I].) Das Cohen’sche Resultat 
ist das wesentliche Argument im Beweis von 

SATZ 3. (R, m) sei ein lokaler Ring und besitze ein assoziiertes Primideal p 
mit dim R/p < 1. Dunn gibt es einen nicht zyklisch einbettbaren R-Modul endlicher 
Liinge. 

Beweis. Sei x E R, x # 0 mit xp = 0. Nach dem genannten Satz von Cohen 
ist die Minimalerzeugendenzahl von Idealen in R/p beschrankt, etwa durch die 
Zahl n. Seien a, ,..., u,+~ Elemente von R, n: R -+ R/p bezeichne den natiirlichen 
Epimorphismus. Nach einer eventuellen Umbenennung diirfen wir annehmen, 
n(q) liege in dem von ~(a~),..., ~(a,+~) erzeugten Ideal. Es gibt also Elemente 
b, I...> bmtl E R derart, da13 

44 + 4&J 44 + ... + +,+d +,+,) = 0 

oder aquivalent 

a, + ha, + ... + bn+lan+l E p 

ist. Multiplikation mit x fiihrt auf 

xa, + xb,a, + ... + xb,+lun+l = 0. 

Wegen x # 0 existiert eine Zahl m mit x 4 mm. Da es keine n + 1 linear 
in”-unabhangigen Elemente inRgibt, ist(R/ntm)nflnicht zyklisch einbettbar. 1 

Eines der Beispiele von Nagata [lo, pp. 204,205] zeigt, daB die m-adische 
Komplettierung von R such dann eindimensionale assoziierte Primideale 
enthalten kann, wenn dies auf R selbst nicht zutrifft. Uns bleibt nur noch die 
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Hoffnung, die Umkehrung von Satz 3 im kompletten Fall beweisen zu konnen, 
denn es gilt: 

SATZ 4. (R, in) sei ein lokaler Ring, (i?, St) seine ut-adische li’omplettie~ung. 
Genau dann ist jeder R-Modul endlicher Liinge zyklisch einbettbar, wenn jeder 
l?-Mod& endlicher Liinge zyklisch einbettbar ist. 

Beweis. Zum Beweis der Implikation “ 3” geniigt es zu bemerken, daB ein 
R-Modul 111’ endlicher Lange such R-Modul der gleichen endlichen Lange und 
insbesondere komplett ist; damit gilt dann M’ OR I? = M’. 

Sei umgekehrt M ein R-Modul endlicher Lange. Dann IaBt sich ICI OR R = M 

in einen zyklischen R-Modul, etwa R/a einbetten. Wegen Satz I, (d) diirfen wir 
annehmen, a sei ni-primar. Fur solche Ideale a gilt bekanntlich a == R(q n R) 
und R/a g R/(a n R). 1 

Es ist zweckmafiig, an dieser Stelle auf das Lemma zuruckzukommen. Es 
besagt speziell fur lokale Ringe: Genau dann ist jeder R-Modul endlicher 

Lange zyklisch einbettbar, wenn es zu jeder ganzen Zahl n > I linear inn- 
unabhangige Elemente a, , b, E R gibt. Im Fall grad m > 2 konnen wir eine 
R-Sequenz a, b und a, :== aTi, 6, :== b71 wahlen. Im allgemeinen Fall dim R > 2 
-nur dieser ist ja nach Satz 3 noch von Interesse---konnen wir es mit Elementen 
a, b versuchen, die einem Parametersystem entnommen sind. Dann gibt es 

immerhin zwei Primideale p, q in R mit a E p - q und b t q - p. 
Fur die Elemente X, y E R gelte a@ $- yb” = 0. W’egen a $ q mu13 x in der 

n-ten symbolischen Potenz qtn) von q, entsprechend y in pen) liegen. Wir setzen 

und 
q(n) :: maxtm: pen) C in”} 

0(n) : z maxim: qcn) C In”‘} 

Wenn 7 und 6’ unbeschrankt sind, konnen wir zu jeder ganzen Zahl m 3 1 eine 
Zahl n so finden, daB a’l, 6’” linear turn-unabhangig sind. 

Notwendig fur die Unbeschranktheit von 71 (und entsprechendes gilt fur 8) 
ist sicherlich die Gtiltigkeit der Gleichung 

t-b 
(71) = 0. (*) 

ntN 

Wenn aber R komplett ist, ist (*) nach einem Satz von Chevalley [lo, p. 103, 
(30. l)] such hinreichend. Das Ideal nnENI p (n) ist gerade der Kern des naturlichen 
Homomorphismus R - R, . Besitzt R nur ein assoziiertes Primideal, so ist dies 
notwendig das einzige minimale Primideal von R. Jedes Primideal p enthalt 
dann samtliche Nullteiler: R - R, ist injektiv. 

Wir fassen zusammen: 
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SATZ 5. (R, m) sie ein kompletter lokaler Ring mit genau einem assoziierten 
Primideal. Es gelte dim R > 2, und die Elemente a, b seien einem Parametersystem 

von R entnommen. Dann gibt es eine unbeschriinkte, nicht fallende Funktion 5 
derart, daJ fiir alle ganzen Zahlen n > 1 die Elemente aa, b” linear K+)- 
unabhiingig sind. 

Der beim Beweis von Satz 5 verwendete Satz von Chevalley wird uns such 
helfen, die Primlrzerlegung zu iiberwinden, mit deren Hilfe wir den allgemeinen 

Fall auf Satz 5 zuriickfiihren werden. 

SATZ 6. (R, m) sei ein kompletter lokaler Ring. Fiir alle Primideale p E Ass(R) 

besitxe der Restklassenring R/p mindestens die Dimension 2. Dann exist&n zu jeder 
ganzen Zahl n > 1 linear m”-unabhiingige Elemente a, , b, E R. 

Beweis. Sei 0 = rl n ... n q. eine reduzierte Primsrzerlegung des Null- 
ideals von R, pi das Radikal von ri , i = l,..., r. Dann ist Ass(R) = (pl ,..., pl.}. 
Wir bezeichnen den natiirlichen Epimorphismus R 4 Ri := R/r, durch vr 
und das maximale Ideal von Ri mit nti . 

Fiir jeden der Ringe Ri gilt Ass(R<) = {p,/r,}. Daher erfiillen diese Ringe 
die Voraussetzungen von Satz 5. Es bereitet keine Miihe, Elemente a, b E R 
derart zu finden, dafi {vi(a), vi(b)} fiir alle i = l,..., r zweielementige Teilmenge 

eines Parametersystems von R, ist. Nach Satz 5 gibt es unbeschrsnkte, nicht 
fallende Funktionen &, so da13 vi(a)%, v<(b)” linear nt:t’n’-unabhingig sind, 

n > 1, i = 1 ,..., Y. 
Sei 

7(n) := max{m: xae + ybn = 0 impliziert X, y E in”}. 

Zu zeigen ist: 7 ist unbeschrgnkt. Bei xan + yb” = 0 folgt q~(x) vi(a)” + 
q~( y) cp,(b)n = 0, also vi(x), q~( y) E m$t(n) und somit insgesamt 

x,yEn, := fi (mcicn) + q). 

Wir setzen 

2-1 

0(n) := max{m: tt, C mm) 

Es gilt fiir alle n >, 1: f?(n) < q(n). Da die Funktionen ti nicht fallen, bilden die 

Ideale n, eine absteigende Folge. Da die Funktionen & unbeschrankt sind, hat 
man nn~l (ntc@) + q) = ri , und &, ri = 0 gilt ohnehin. Es folgt: 

cl nn = f-l1 fil W(n) + rd 
/ / 

= fi fJl (n+) + ri) = ij ri = 0. 
/ i=l 

Der Satz von Chevalley zeigt: 0 ist unbeschrsnkt. 1 
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Jetzt haben wir alle wesentlichen Argumente fur den Beweis unseres zweiten 
Hauptergebnisses zusammengetragen. 

THEOREM 2. Folgende Aussagen iiber einen kommutativen noetherschen Ring R 
sind iiquivalent : 

(a) Jeder R-Modul endlicher Liinge ist zyklisch einbettbar. 

(b) Zu jedem maximalen Ideal nt van R und jeder Zahl n > 1 existieren 
linear nt”-unabhiingige Elemente a, b E R. 

(c) Fiir jedes maximale Ideal nt von R gilt: die In-adische Komplettierung &, 

von R besitzt keine assoziierten Primideale p mit dim i&,/p < 1. 

Beweis. Die Implikation (a) * (b) ist eine Abschwachung des trivialen Teils 
des Lemmas. Gilt (b), so Ia& sich jeder der R-Moduln R/in” @ R/In” zyklisch 
einbetten. Nach Tensorieren mit R,,, folgt: R,,/(tnR,,,)” @ R,,,/(ntR,,)~ ist 
zyklisch einbettbarer R,,,-Modul. Der nichttriviale Teil des Lemmas impliziert: 

Jeder I?,,,-Modul endlicher Lange ist zyklisch einbettbar. Nach Satz 4 und 
Satz 2 folgt aus dieser Aussage einerseits Teil (a), andererseits ist sie gemal 

Lemma, Satz 3 und Satz 6 zu (c) aquivalent. 1 

Wir notieren noch zwei Folgerungen zu Theorem 2: 

KOROLLAR 1. (R, ln) sei ein kompletter lokaler Ring, der lokale Ring (S, n) 
sei eine jache lokale Erweiterung von R. Besitzt R keine assoziierten Primideale 
einer Dimension < 1, so gilt dies such fiir S. 

Beweis. Da die Erweiterung von R zu 5’ lokal ist, S/u” Restklassenmodul von 
(R/m”) @JR 5’. Aus der Flachheit folgt, dab ((R/w’“) @R S) @ ((R/tn7L) OR 5’) 
zyklisch einbettbarer S-Modul ist, falls sich R/tn71 0 Rlln” in einen zpklischen 
R-Modul einbetten Ia&. 1 

In der folgcnden Definition und dem sich anschliel3enden Korollar bezeichnet 

R wieder einen beliebigen kommutativen noetherschen Ring. 

DEFINITION. Sei p ein Primideal in R und S die pRp-adische Komplettierung 
von R, . Dann setzen wir 

d*(p) :- min{dim ,5’iq: q E Ass(S)) 

Stets gilt grad pR, :< d”(p) :< dim R, 

KOROLLAR 2. Fiir das Primideal p in R sei d*(p) > 1. Ist p in einem Primideal 
q mit d*(q) -( I enthalten, so ist p” nur fiir endlich viele n ein Prim&ideal. Es gibt 
dann sogar eine ganze Zahl m > 1 mit ptn) Q q(“‘) fiir alle n > I. 
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Beweis. Wegen d*(p) > 1 k onnen wir nach Theorem 2 zu jeder ganzen 

Zahl n > 1 linear (PA,)“-unabhlingige Elemente a,, b, E R, finden. Nach 
Multiplikation mit einer geeigneten Einheit von R, diirfen wir a, , b, E R 
annehmen. Dann sind a, , b, linear pen) -unabhangig. Ware die letzte Behauptung 

falsch, existieren zu jedem m > 1 zwei linear q(m)-unabh%ngige Elemente, 
namlich a, , b, falls pen) C qcm). Dann miiDte aber such d*(q) > 1 sein. g 

3. EIN ALLGEMEINES KRITERIUM FCR ZYKLISCHE EINBETTBARKEIT 

Aus den Sgtzen des vorangegangenen Abschnitts ergibt sich die folgende 
hinreichende Bedingung fur die zyklische Einbettbarkeit eines R-Moduls M 

endlicher Lange: 

(H) Sei p E Ass(R/Ann(M)), S die pRr-adische Komplettierung von R, , 

q ein in S zu S assoziiertes Primideal und q’ ein q umfassendes Primideal mit 

dim S,j/qS,f < 1. Dann ist Ann(M)S g q’. 

Diese Bedingung nimmt keinen Bezug mehr auf die endliche Lange von M. 

In der Tat erweist sie sich fur beliebige endlich erzeugte R-Moduln als hin- 

reichend. Man beachte, daB (H) bei grad Ann(M) >, 2 erfullt ist. 

THEOREM 3. R sei ein kommutativer noetherscher Ring und M ein endlich 
erzeugter R-Modul, der die Bedingung (H) erfiillt. Dunn ist M zyklisch einbettbar. 

Beweis. Wir bilden ‘8 :== {a Ideal in R : M := R/a erfiillt (H)}. Sei a E ‘$I 
und b ein Ideal in R mit Ass(R/b) = Ass(R/a). Wir wahlen ein Primideal 
p E Ass(R/b) und S, q, q’ entsprechend (H). Bezeichne v: R --f S den nattirlichen 
Homomorphismus. Da p E Ass(R/a), existiert ein a E a mit y(a) $ q’. Fur 
geniigend groI3es n liegt un in 6, aber q(an) nie in q’. Also erfiillt such R/b die 
Bedingung (H) und ‘$I die Voraussetzung des Lemmas. Es geniigt somit, den 

folgenden Satz zu beweisen: 

SATZ I. R sei ein kommutativer noetherscher Ring und a ein Ideal in R, fiir das 

R/a der Bedingung (H)gentigt. Danngibt es linear a-unabhiingige Elemente a, b E R. 

Beweis. Sei a : = ri n ... n rr eine reduzierte Primarzerlegung von a und 
pi := rad ri . Als p,-primares Ideal umfaRt ri eine symbolische Potenz von pi , 
etwa pi . (%) Bezeichne Si die piRp -adische Komplettierung von R,<, ni ihr 
maximales Ideal und pi: R + Si de; natiirlichen Homomorphismus. Weiterhin 
benijtigen wir zu jedem i eine reduzierte Primarzerlegung ri, n ... n tiki des 
Nullideals von Si und die natiirlichen Homomorphismen pii: R -+ Rij : = S/r,, . 

Die Bedingung (H) sichert, daI3 wir mit den iiblichen Allgemeine-Lage- 
Argumenten Elemente c, d E R derart finden kiinnen, da8 {&c), rpij(d)} fiir alle 
i = I,..., r und j = I,..., k, zweielementige Teilmenge eines Parametersystems 
von Sij ist. Die Uberlegungen im Beweis von Satz 6 zeigen: Fur gentigend groBes 
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n sind qz(cn), y,i(d”) linear nff-unabh5ngig. Urbild von n,“d unter cp, ist gerade 
pi7’0. Daher sind cn, &” linear p,‘n~)-unabhangig. Wegen a 1 pin,) n .‘. n p!n,) 
kdnnen wir a := cn, b : d” wihlen. a 

4. EINBETTUNG VAN SIODULN IN DIREKTE SUMMEN ZYKLISCHER XIODZ~LN 

In diesem Abschnitt charakterisieren wir diejenigen kommutativen 
noetherschen Ringe A, iibcr denen sich jeder endlich erzeugte RIodul in eine 
direkte Summe endlich vi&r zykfischer Moduln einbetten laUt. Dabei spielt 

die Eigenschaft “approximativ G orensteinsch” tine entscheidende Rolle. Sic 
wird in [7] folgendermaRen definiert: R heifit approximativ Gorenstcinsch, 
wenn jede Potenz m” eines jeden maximalen Ideals nt ein Idtal 11 enthalt, fur 
das R/a Gorensteinring ist. Es ist leicht einzusehen, da8 eine Lokalisierung R, 

genau dann approximativ Gorensteinsch ist, wenn jedes p-primare Ideal ein 
irreduziblcs p-primares Ideal enthalt. 

THEOREM 4. R sei eivz kommutativer noetherscher Rinz. Dann sind folfende 
Aussagen Gquil;alent : 

(a) Jeder endliclz erzeugte R-Modul l+t sich in eine divekte Summe endlich 
vieler zyklischer R-Moduln einbetten. 

(b) Alle Lokalisierungen R, , p E Spec R, sind approximatiz Gozensteinsch. 

1st R ausgexeirhnet, so ist jede dev Aussagen (a) und (b) iiquicalevzt .zu: 

(c) R, ist Gorensteivwing fiir alle Primideale p E Ass(R). 

Beweis. Ein approximativ Gorcnsteinscher lokaler Ring, dessen maximales 
Ideal zu ihm assoziiert ist, ist nach [7] stets ein (nulldimensionaler) Gorenstein- 
ring. Daher imphziert (b) stets (c). Umgekehrt wird in [7] bewiescn, daf3 ein 
ausgezeichneter Ring mit Eigenschaft (c) approximativ Gorcnsteinsch ist. 
Sowohl Eigenschaft (c) als such die Eigenschaft, ausgezeichnet zu sein, iiber- 
tragen sich v-on R auf alle Lokalisierungen. Somit folgt fur ausgezeichnete 

Ringe (b) aus (c). 
Zum Beweis der Implikation (b) -:1 (a) b e tt en wir einen gegebenen R-i\;lodul 

M zunschst in die direkte Summe seiner Primarkomponenten ein. Danach 
kiinnen wir annehmen, M sei ein p-primarer Modul, p E Spec R. Dann ist 
Ann(M) ein p-primares Ideal und Ass(M) z:. (~1. Geman (b) enthalt Ann(hf) 
ein p-primares irreduzibles Ideal Q. Sei S := R/a, (I := p/a. Dann ist Ass(S) == 
{qj und S, ein Gorensteinring. Ferner ist q das einzige zu ilf als S-Modul 
assoziierte Primideal. A4 ist also tin torsionsfreier S-Modul, nach [13, 
Theorem (A.])] sogar ein torsionsloser S-Modul, d.h. M 18t sich in einen 
endlich erzeugten freicn S-Modul einbetten. Diese Einbettung ist in naturlicher 
Weise eine Einbettung des R-Moduls M in eine direkte Summe zyklischer 
R-Moduln. 
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Jeder endlich erzeugte Rr,-Modul N la& sich in der Form N = M OR R, 

mit einem endlich erzeugten R-Modul M darstellen. (Falls N endliche Lange 

hat, kann M p-primar gewahlt werden.) Wir kiinnen also beim Beweis der 
Implikation (a) * (b) annehmen, dal3 R ein lokaler Ring und p sein maximales 
Ideal ist. Wir wahlen M als injektive Hiille des R/pn-Moduls R/p. M hat gemal 
[9, Proposition 2.2, Theorem 3.7 und Theorem 3.111 folgende Eigenschaften: 
M besitzt endliche Lange, Ann(M) = p”, und der Nulluntermodul von M ist 

irreduzibel. Eine Einbettung von M in eine direkte Summe (endlich vieler) 
zyklischer Moduln induziert also eine Einbettung in einen der Summanden, 
etwa R/a. Wir diirfen annehmen, da13 R/a wesentliche Erweiterung von M ist. 
Nun ist leicht zu sehen, daB a ein in p” enthaltenes irreduzibles p-primares 

Ideal ist. 1 

Der Beweis von Theorem 4 zeigt, da8 wir Aussage (a) durch Weglassen von 
“endlich vieler” noch abschwachen kiinnen. Er zeigt weiterhin, dal3 die Aussage 
dieses Theorems sich such relativ zu einem R-Modul M bzw. zu einem Prim- 
ideal p formulieren la&: R, sei approximativ Gorensteinsch fur alle Primideale 

q E Ass(M); dann lal3t sich M in eine direkte Summe endlich vieler zyklischer 
R-Moduln einbetten. Und: Alle endlich erzeugten p-primaren Moduln seien 
in direkte Summen zyklischer R-Moduln einbettbar; dann ist R, approximativ 
Gorensteinsch. Beschranken wir uns etwa auf R-Moduln endlicher Lange, so 
ergibt sich die Aquivalenz zwischen den Aussagen (a) und (b) des folgenden 
Theorems. Die Aquivalenz zwischen (b) und (c) ist Hochster’s Charakterisierung 
von “approximativ Gorensteinsch.” 

THEOREM 5. Fiir einen kommutativen noetherschen Ring R sind folgende 
Aussagen gleichwertig: 

(a) Jeder R-Mod& endlicher Lange la@ sich in eine direkte Summe zyklischer 

R-Mod& einbetten. 

(b) R ist approximativ Gorensteinsch. 

(c) Fiir jedes maximale Ideal m von A gilt: Im Fall dim R,, = 0 ist I?,,, 

ein Gorensteinring; andernfalls ist ml-?,,, nicht xu I?,,, assoziiert, und fiir jedes 
Primideal p E Ass(&) mit dim I?,& = 1 la@ sich I&,/p @ i?,/p nicht in I?,,, 
einbetten. 

Die Analogie zwischen den Theoremen 2 und 5 ist bemerkenswert. 
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