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Einleitung

In ihrer gemeinsamen Arbeit [9] haben Eisenbud und Evans einen Existenzsatz
fir basische Elemente in endlich erzeugten Moduln iiber (im wesentlichen)
kommutativen noetherschen Ringen bewiesen und damit viele Theoreme der
algebraischen K-Theorie und der kommutativen Algebra methodisch einheitlich
hergeleitet. Inzwischen wurden mit modifizierten und erweiterten Fassungen des
Existenzsatzes interessante neue Aussagen in [4, 5 und 117 gefunden. Wir haben
in [6] versucht, die Aussagen iiber die Konstruktion basischer Elemente zu
einem gewissen Abschlufl zu bringen und mit ithren Anwendungen systematisch
zu entwickeln. In dieser Arbeit wollen wir einen Teil der Ergebnisse aus [6] in
komprimierter Form darstellen und insbesondere diejenigen Aussagen erortern,
die liber die bisher bekannten Sdtze wesentlich hinausgehen. Wir wollen hier nur
erwidhnen, daB3 wir schlieBlich eine zu der bekannten Ungleichung von Eagon
und Northcott ([8]) komplementidre Aussage fiir die Hohe und den Grad von
Determinantenidealen erhalten werden.

1. Hilfsmittel

In diesem Abschnitt stecken wir den begrifflichen Rahmen ab, in dem sich
Aussagen liber die Konstruktion basischer Elemente und k-basischer Untermo-
duln formulieren und beweisen lassen. Dabei ist unser Vorgehen von [18]
beeinflult worden.

Im folgenden bezeichnet R stets einen kommutativen Ring mit Einselement,
Spec R die Menge der Primideale von R, M einen endlich erzeugten R-Modul
und p ein Primideal von R. N und N’ sind Untermoduln von M, x ist ein
Element von M.

*  Die Ergebnisse dieser Arbeit entstammen der Habilitationsschrift des Verfassers.
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(1.1) Definition. Mit u(p, M) benennen wir die Minimalerzeugendenanzahl des
R, -Moduls M und sagen, N sei k-basisch in M bei p, wenn u(p, M/N) < u(p, M)
—k ist. Das Element x heiBt basisch in M bei p, wenn Rx dort 1-basisch ist. Wir
setzen

SchlieBlich nennen wir N’ k-basisch modulo N (in M) bei p, wenn S(p, (N'+ N)/N,
M/N)=k ist.

Eine triviale, aber niitzliche Gleichung:
(12) Bei N=N'ist f(p, N', M)=p(p, N, M)+ p(p, N'/N, M/N).

Die Funktion p(..., M) ist unter unseren Voraussetzungen bekanntlich halbste-
tig nach oben auf SpecR beziiglich der Zariski-Topologie. Aus mehreren
Griinden ist jedoch geboten, mit der konstruierbaren Topologie zu arbeiten: (a)
Die in Anwendungen vorkommenden Teilmengen von SpecR sind oft weder
Zariski-abgeschlossen noch Zariski-offen. (b) Die fiilr uns wesentliche Funktion
B(...,N, M) ist in der konstruierbaren Topologie stetig. (c) Die im weiteren
ebenso wichtigen Dimensionsfunktionen (Definition siche unten) sind in der
konstruierbaren Topologie halbstetig nach oben. Zur Definition der konstruier-
baren Topologie vgl. man [17, pp.48, 49. Fiir uns ist jedoch folgende Kennzeich-
nung nach [18], Proposition 1.5 am bequemsten; wir beschrianken uns dabei
gleich auf den Fall noetherscher Teilmengen von SpecR. (P<=SpecR heilit
noethersch, wenn jede Zariski-abgeschlossene Teilmenge P'c P Vereinigung
endlich vieler irreduzibler Zariski-abgeschlossener Teilmengen von P ist.)

(1.3) Eine noethersche Teilmenge von SpecR ist genau dann konstruierbar, wenn
sie gegeniiber Durchschnittsbildung vollstindig ist, wenn also jedes Primideal p,
das in der Form p=(\P', P'< P, dargestellt werden kann, bereits zu P gehort.

Als Endlichkeitskriterium verwenden wir:

(1.4) Eine (noethersche) konstruierbare Teilmenge P von SpecR ist genau dann
endlich, wenn jede Teilmenge von P konstruierbar ist.

Wir geben der Klasse der in der konstruierbaren Topologie nach oben
halbstetigen Funktionen einen speziellen Namen und beschreiben sie durch eine
diese Bezeichnung rechtfertigende Eigenschaft.

{1.5) Definition. Sei P <SpecR. Eine Funktion y: P—>Z heiBt D(urchschnitts)-
monoton, wenn fiir jede Teilmenge P’ von P gilt: Ist =P und q€eP, so
existiert ein re P’ mit y(r)=<y(q). Die Funktion y heiBt streng D-monoton, wenn
unter diesen Voraussetzungen im Fall gq¢ P’ stets ein re P’ mit y(xr)<y(q)
existiert.

Es gelten folgende Aussagen:

(1.6) (a) Die Funktion vy ist auf einer noetherschen konstruierbaren Teilmenge P
von SpecR genau dann D-monoton, wenn sie beziiglich der konstruierbaren
Topologie halbstetig nach oben ist.
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(b) Die Summe einer D-monotonen und einer (streng) D-monotonen Funktion
ist (streng ) D-monoton.

(1.7) Sei P<SpecR noethersch und konstruierbar.
(a) Eine D-monotone Funktion auf P ist nach oben beschrinkt.

(b) Eine streng D-monotone Funktion nimmt auf jeder konstruierbaren Teil-
menge von P ihr Maximum in nur endlich vielen Punkten an.

Beim Beweis von (1.6), (b) und (1.7) beachtet man: Ist p=(}P, PP, und
peP so gilt p={){qeP: y(q)=<y(p)} bzw. bei strenger D-Monotonic p={){
qe P’ y(9)<7y(p)}. Dann folgen die Aussagen ohne Miihe; bei (1.7) benutzt man
das Endlichkeitskriterium (1.4).

Bei der Definition von Dimensionsfunktionen lehnen wir uns an [18] an,
spezialisieren uns jedoch gleich auf die konstruierbare Topologie.

(1.8) Definition. Eine Funktion é auf Pc=SpecR mit Werten in der Menge IN
der nichtnegativen ganzen Zahlen heifit Dimensionsfunktion, wenn 6 auf jeder
konstruierbaren Teilmenge von P beschrénkt ist und ihr Maximum nur in
endlich vielen Punkten annimmt.

Die folgende Aussage ordnet den Begriff ,Dimensionsfunktion® in das
bereits entwickelte System ein:

(1.9) Pc<SpecR sei noethersch und konstruierbar. Eine Funktion 6: P->N ist
genau dann Dimensionsfunktion, wenn sie streng D-monoton ist.

Zur Abkiirzung setzen wir: §(P):=max {Jd(p): pcP}. Die noch offene Rich-
tung von (1.9) beweist man so: Sei P'<P, q=( P, qeP, q¢ P’ und P’ die
konstruierbar-abgeschlossene Hiille von P'. Falls §(q)=4(P"), folgt die Existenz
eines p e P’ mit d(p)<d(q) aus der Unendlichkeit von P’ und der definierenden
Eigenschaft von Dimensionsfunktionen. Im anderen Fall sei a der Durchschnitt
der endlich vielen Primideale & P’ mit §(xr)=5(P’). Man ersetzt P’ durch P =P’
—{p: poa}. Da q=()P" ist, beendet ein Induktionsargument den Beweis.

Die Einfilhrung des Begriffs Dimensionsfunktion ist nur dann gerechtfertigt,
wenn die wichtigsten idealtheoretischen Funktionen Dimensionenfunktionen
sind, wir also Aussagen formulieren konnen, die sich vielfdltig spezialisieren
lassen und ldstige Fallunterscheidungen vermeiden helfen.

{1.10) Sei Pc<SpecR und peP. Unter der Dimension von p in P, kurz
dim (p, P), verstehen wir das Supremum der Zahlen n, zu denen es Ketten p
=poE... &P, mit p,e P gibt; falls die Linge dieser Ketten unbeschrinkt ist, sei
dim (p, P):= co. Die Héhe von p in P, kurz ht(p, P) ist entsprechend definiert,
jedoch mit absteigenden Ketten. Abkiirzungen:

dim (P):=sup {dim(p, P): pe P}, dim(p):=dim (p, SpecR),
ht(p):=ht(p, SpecR).

(L.11) P sei eine noethersche Teilmenge von SpecR mit dim (P)< co. Dann sind
dim{..., P) und dim (P}—ht(..., P) Dimensionsfunktionen auf P.
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Die in (1.11) genannten Funktionen geniigen ja noch strengeren Monotonie-
bedingungen als fiir Dimensionsfunktionen erforderlich. Neben der Dimension
und der Hohe ist die Tiefe von Primidealen in noetherschen Ringen eine
wichtige Invariante:

(1.12) Sei R ¢in noetherscher Ring, peSpec R. Unter der Tiefe t(p) des Prim-
ideals p verstehen wir die maximale Linge einer R,-Sequenz in pR,.

{1.13) Sei R ein noetherscher Ring. Die Funktion —t{...) ist streng D-monoton
auf SpecR. Somit ist fiir P <SpecR mit n:=sup {t(p): pe P} < co die Funktion n
—t(...) eine Dimensionsfunktion.

Beweis. Das entscheidende Argument liefert [13], (6.10.6), p.157: Sei p ein
Primideal in R; dann existiert ein € R —p derart, daf} fiir alle geSpecR, q>p,
réq gilt: t(g)=t(p)+t(p/q). Daraus folgt sofort, dalli —t(...) streng D-monoton
ist.

Eine weitere Dimensionsfunktion ist erwdhnenswert: die von Wiegand in
[18] konstruierte Funktion I'. Sie ist die jeweils , kleinste” Dimensionsfunktion
auf einer Teilmenge P von SpecR — vorausgesetzt, es existiert liberhaupt eine
Dimensionsfunktion auf P. Ihre Definition ergibt sich zwingend aus (1.9). Die
Existenz einer ,kleinsten” Dimensionsfunktion folgt indessen ohne explizite
Konstruktion schon daraus, daBl das Infimum von Dimensionsfunktionen wieder
eine Dimensionsfunktion ist.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einem Hilfssatz, der, wie wir sehen
werden, gerade besagt, dafl bei einem Konstruktionsschritt nur endlich viele
Primideale kritisch sind.

(1.14) Hilfssatz. M sei ein endlich erzeugter R-Modul, N ein Untermodul von M,
P eine noethersche konstruierbare Teilmenge von Spec R. Weiter seien gegeben eine
D-monotone Funktion y: P—Z und eine Dimensionsfunktion 6 auf P. Sei

Pli={peP:y(p)—fp, N, M)>0}
und

n:=max {§(q)— B(g, N, M): qe P'}.
Dann ist P":={re P’ 6(x)— B(x, N, M)=n} endlich.

Beweis. p(...)— (..., N, M) ist Summe zweier D-monotoner Funktionen, folglich
P’ (noethersch und) konstruierbar. Die Funktion 8(...)—f{(..., N, M} ist sogar
streng D-monoton, und daher folgt die Behauptung aus (1.7).

2. Konstruktionssiitze
Mit den im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrten Bezeichnungen kann man
die Konstruktionsaufgabe fiir basische Elemente grob so formulieren:

(A) Unter geeigneten Voraussetzungen iiber N und die Teilmenge P <—SpecR
konstruiere man ein Element xe N, das bei allen p € P basisch in M ist.
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Es hat sich gezeigt, daB man zugleich eine allgemeinere Aufgabe in Angriff
nehmen sollte:

(B) Sei 7y eine Funktion auf P mit Werten in der Menge IN der nichtnegativen
ganzen Zahlen, N ein bei allen pe P y(p)-basischer Untermodul von M. Man
schitze unter geeigneten Voraussetzungen iiber P und y ab, wicviel Elemente
von N zur Erzeugung eines Untermoduls N’ von N gebraucht werden, der
ebenfalls y(p)-basisch in M bei allen p e P ist.

Viele Anwendungen lassen sich n#mlich sehr natiirlich in der Form (B)
beschreiben, und auch methodisch ist es vorteilhaft, (A) als Spezialfall von (B) zu
betrachten. Wir werden mit der Losung der Aufgabe (A) fiir endliche Teilmen-
gen P beginnen. Aus ihr und dem Endlichkeitsargument (1.14) ergibt sich eine
Antwort zu (B), die wiederum bei der endgiiltigen Losung von (A) als ,,Verkiir-
zungsprinzip“ benutzt wird. Es ist dann naheliegend, (B) noch einmal anzugehen.
Dies geschieht in Abschnitt 3. Dort wird es sich auch zeigen, dall man zweckmi-
Big die Konstruktion basischer Elemente und y(p)-basischer Untermoduln si-
multan in mehreren Moduln behandelt.

Fiir bestimmte Anwendungen ist es wichtig, die bei der Konstruktion
basischer Elemente verwendeten Koeffizienten ciner Teilmenge von R, z.B.
einem in R enthaltenen unendlichen Kdrper, entnehmen zu kénnen (vgl. [5, 11]).
Wir treffen daher folgende Definition:

(2.1) Definition. Eine Teilmenge R’ von R heiBit Koeffizientenbereich, wenn sie
additive Untergruppe und multiplikativ abgeschlossen ist und fiir jedes Primide-
al p von R die Restklassen der Elemente von R eine unendliche Teilmenge von
R/p bilden.

Definition (2.1) hat einen Schénheitsfehler: R ist im allgemeinen kein Koeffi-
zientenbereich. Eine subtilere Fassung konnte diesen Mangel zwar beheben,
wiirde uns aber spéter zu komplizierteren Formulierungen zwingen.

(2.2) Hilfssatz. Die Primideale p,, ..., p, von R seien paarweise verschieden, N
sei ein R-Modul. Zu jeden i=1, ..., k sei eine endliche Menge M(p,) von Paaren
(M, f) gegeben, bei denen M ein endlich erzeugter R-Modul, f: N—~M ein R-
Homomorphismus und f(N) 1-basisch in M bei p, ist. Jeder der Restklassenringe
R/p; besitze wenigstens |3 (p,)|+ 1 Elemente. Dann gilt:

(1) Es existiert ein xe N derart, daf fiir alle i=1, ..., k und alle (M, f)e M(p,)
das Element f(x) basisch in M bei p, ist.

(2) Wird N von y,, ..., y,, erzeugt, kann x=y, +a,y,+ ... +a,y, mit geeigne-
ten a,e R gewdhlt werden.

(3) Die Koeffizienten a, konnen gegebenenfulls einem Koeffizientenbereich
R’ <R entnommen werden.

Zur Bezeichnungsweise: [9i(p;)| ist die Anzahl der Elemente von %i(p)).

Beweis. (a) Man wihlt einen endlich erzeugten Untermodul N’ von N, fiir den
S(N') ebenfalls 1-basisch in M bei p; ist fiir alle i=1, ...,k und (M, f)eM(p,).
Dies ist moglich, weil die R -Untermoduln (f (N), +pM,)/p M, endlich erzeugte
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R,-Untermoduln von M /pM, sind und es wegen des Lemmas von Nakayama
nur auf diese Untermoduln ankommt. Damit ist (a) auf (b) reduziert.

(b) Induktion iiber k, bei der wir annehmen diirfen, p, sei minimal unter den
Primidealen py, ..., p,. Daher existiert e¢in Element reR mit re(p, n...0p,_,)
—p,. Nach Induktionsvoraussetzung diirfen wir annehmen, dafl ein Element
x'=x,+a;x,+...+a,x, der Behauptung hinsichtlich i=1, ..., k—1 geniigt. Wir
setzen y\:=x', y;=ry, flir t=2,...,m. Aus dem Lemma von Nakayama folgt,
daB dann einerseits f (. Ry;) 1-basisch in M bei p, ist, (M, /)eM(p,), und es
andererseits geniigt, ein Element x=y| +a3y5+...+4,y, zu konstruieren, das
die Behauptung fiir k erfiillt. Wir diirfen also annehmen: k=1.

Bei k=1 fiihrt man Induktion {iber m mit dem trivialen Induktionsanfang m
=1. Bei m>1 bestimmt man ein Element a, derart, dal der von f(y, +a,,y,.)
S s f(¥_y) in M erzeugte Untermodul immer noch 1-basisch in M bei p,
ist, (M, fYePi(p ). Dies ist moglich, weil jedes Paar (M, f) die Elemente hoch-
stens einer Restklasse modulo p, von der Wahl zu a,, ausschlieBt, nimlich
diejenigen, fir die bei f(y,)F0 modp, M, gilt: f(y,)+a, f(y,)=0modp, M, .

(c) Induktion iiber m wie soeben, wobei aber beim Induktionsschiull alle
Primideale pq,...,p, simultan zu betrachten sind. DaBl man auch jetzt ein
geeignetes Element a, € R finden kann, beruht auf einer nicht sehr schwierigen
Verallgemeinerung von [3], p.75, Lemme 6.

Satz (2.3) ist die Grundlage aller weiterer Aussagen iiber die Konstruktion
basischer Elemente und k-basischer Untermoduln, besitzt aber selbst bereits
zahlreiche Anwendungen durch Spezialisierung.

(2.3) Satz. N sei ein R-Modul. Zu jedem Element i der endlichen Menge I seien
gegeben:

(a) eine noethersche konstruierbare Teilmenge P, von SpecR mit einer D-
monotonen Funktion y;: P,—IN und einer Dimensionsfunktion 8, P,—N, so daf
7i(p) S 0,(p) fiir alle pe P, und

(b) ein endlich erzeugter R-Modul M und ein R-Homomorphismus f;: N—M,
mit B(p, f;,(N), M;)=y,(p) fiir alle pe P,

(c) Ferner sei |R/p|=|I|+1 fiir alle pe| P,

Wir setzen w:=max {6,(P,): iel}. Dann gilt:

(1) Es existieren Elemente x,, ..., x, €N mit

3i(Py)
p (p, 2. Rf(x), Mi)évi(p)
t=1
fiir alle iel, peP,.
(2) Wird N von yq, ..., Y., m=w, erzeugt, so kénnen die x, mit geeigneten

m
a,,€R in der Form x,=y,+ Y a,,y, konstruiert werden.
n=r+1
(3) Die Elemente a,, konnen gegebenenfalls einem Koeffizientenbereich R'<R
entnommen werden.
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Beweis. Wir konstruieren x, ..., x,, sukzessiv so, daB fiir v=1, ..., w gilt: Sei N

=Y Rfi(x)); dann ist
t=1

PO:={peP;: y,(p)—P(p, N, M,)>0}
leer oder
max {3;(p) — B(p, N, M)): pe P} £8,(P)—v.

Wenn wir noch P{”:=P, setzen, kénnen wir die Induktion bei v=0 beginnen
lassen. P ist die Menge der Primideale, bei denen N noch nicht ausreichend
basisch ist. Wegen §;(p) = y,(p) bleibt fir v=6,(P) nur die Moglichkeit P = §.

Seien x,,...,x, wie soeben gefordert konstruiert. Wie auch immer x,_,
gewidhlt wird, stets ist P < P®. Daher geniigt es, x,,, s0 zu bestimmen, daB3
alle Primideale peP® mit §,(p)— B(p, N, M,)=6,(P)—v der Menge P®*V
nicht mehr angehoren, daB flir diese Primideale also

B, N +Rfi(x, 1), M)=B(p, NV, M) +1

ist. Sei E; die Menge dieser ,kritischen” Primideale und E:={ ) E,.
Hilfssatz (1.14) garantiert, da3 E endlich ist. Um nun (2.2) in Verbindung mit

(1.2) anwenden zu konnen, setzt man N:=N / Y Rx,, M;=M/N{”, wihlt
fi: N=M, als den von f; induzierten Homomorphismus und M(p):={(M,, f)):
pe PY} fiir alle peE und beachtet schlieBlich bei (2) und (3), daBl die Restklas-
sen von y,. 4, ..., y,, den Modul N erzeugen.

Wir haben in [6], Abschnitt 4.1, 4.2 ausgefiihrt, wie sich durch Spezialisie-
rung von Satz (2.3) (fast) unmittelbar folgende Anwendungen ergeben:

(1) das Theorem von Forster-Swan ([12], [17]) iiber die Abschitzung der
globalen Erzeugendenzahl eines Moduls M durch die u(p, M),

(2) der Satz von Kronecker iiber die Darstellung algebraischer Teilmengen
des n-dimensionalen affinen Raumes als Durchschnitt von n+1 Hyperflichen

([14]),
(3) das Stable Range Theorem von Bass ([2]),

(4) Aussagen iiber Determinantenideale von Matrizen in ,,allgemeiner Lage®
([5, 10, 15]) und

(5) diverse Aussagen liber die Konstruktion von Parametersystemen und R-
Sequenzen.

Auch die Konstruktion von Elementen, die bei mehr als nur endlich vielen
Primidealen in einem R-Modul basisch sind, beruht auf einer Spezialisierung
von Satz (2.3). Der folgende Satz verallgemeinert das grundlegende Theorem A
von Eisenbud und Evans, das in [9] mit einem anderen Beweisschema hergelei-
tet wurde und in [4], [5] und [11] Erweiterungen gefunden hat.

(2.4) Satz. N sei ein R-Modul. Zu jedem Element i der endlichen Menge I seien
gegeben:
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(a) eine noethersche konstruierbare Teilmenge P, von SpecR mit einer Dimen-
sionsfunktion 6; und

(b) ein endlich erzeugter R-Modul M, und ein R-Homomorphismus f;: N— M,
mit B(p, f,(N), M) 8,(0)+1 fir alle peP.

(c) Ferner sei |R/p|Z|I|+1 fir alle pe| )P,
Dann gilt:

(1) Es existiert ein Element xe N, fiir das f,(x) bei allen p e P. basisch in M,
ist,iel.

(2) Wird N von y,, ..., y,, erzeugt, lifit sich x mit geeigneten Elementen a,e R
in der Form x=y +a,y,+...+a,y, wihlen.

(3) Die Elemente a, kinnen gegebenenfalls einem Koeffizientenbereich R’ R
entnommen werden.

Beweis. Zundchst filhrt man Teil (1) mit Hilfe von (2.3) auf Teil (2) zuriick, indem
man v,(p):=0;(p)+1 setzt und die in (2.3) vorkommende Dimensionsfunktion
als 6;(p)+ 1 wihlt. Satz (2.3) impliziert dann die Existenz eines endlich erzeugten
Untermoduls N’ von N, auf den sich die Voraussetzungen von (2.4) iibertragen.

Zum Beweis der Teile (2) und (3) fithren wir eine Induktion iiber m, bei der
(2.3) den Induktionsschluf3 sichert. Im Fall m=1 ist nichts zu konstruieren. Sei
m>1 und P:={peP: B(p, f;(N), M,)<m}. Wie man auch die g, wihlen mag —
bei Primidealen peP,—P/ ist fi(y,+) a,y,) basisch in M,. P/ ist wieder eine
noethersche konstruierbare Teilmenge von SpecR, ;| P/ eine Dimensionsfunk-
tion, und die Voraussetzung f(p,fi(N), M)=6,(p)+1 impliziert J,(P)
=max {J;(p): pe P/} <m—1. Nun wenden wir wieder (2.3) mit y,(p)=25;(p)+1
und Dimensionsfunktion §,(p)+1 auf die P/ an: mit geeigneten a,,€R bzw.
a,, R’ gilt fiir

x;=x,4+ Y a,x, t=1..,w, w=max{(p)+1:peP}i<m

u=t+1

die Ungleichung

B X RACH M) 20+, pePl iel.
t=1

w
Nach Induktionsannahme erhalten wir ein Element x'=x{ + ) a;x,, das der
=2
Behauptung des Satzes genligt. Wir ersparen es uns, die Koeffizienten a,, ..., a

aus den a,, und den g, zu berechnen.

m

Von den Anwendungen des Satzes (2.4) sind zu nennen:
(1) der Satz von Serre liber die Existenz unimodularer Elemente in projekti-
ven Moduln ([16, 2, 9]),

(2) Reduktion des Ranges n-ter Syzygienmoduln (Sdtze vom Typ des ,,Theo-
rems von Bourbaki®, [3], p. 76, Théoreme 6) und Fortsetzung freier Auflosungen
mit freien Moduln moglichst kleinen Ranges ([4]),

(3) lokale Bertini-Sétze ([5], vor allem [11]).
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(2.5) Anmerkung. Die Sitze (2.2), (2.3) und (2.4) — ausgenommen die Teile (3)—
lassen sich fiir eine allgemeinere Situation formulieren: R wie bisher, A ist eine
als R-Modul endlich erzeugte (nicht notwendig kommutative) R-Algebra, M
und N sind A-Moduln. Dann sind die Koeffizienten g, und a,, in A zu wihlen
und die Anzahlbedingung fiir die Ringe R/p abzuidndern, weil die einfachen
Komponenten der halbeinfachen Ringe A /(Jacobsonradikal von 4) La. eine
Linge >1 haben {(vgl. [6]). Eine geringe Modifikation, die Konstruktion von x,
in (2.3) bzw. x in (2.2) und (2.4) betreffend, ist notwendig, wenn man (2.4) auch
zum Beweis des Bass’schen Kiirzungssatzes verwenden will. Im iibrigen lassen
sich die Sitze dieses Abschnitts mutatis mutandis auch fiir Steinsche Algebren
formulieren ([6, 7]).

3. Erweiterung der Konstruktionssitze

In diesem Abschnitt geht es darum, Satz (2.4) konsequent fiir die Problemstel-
lung des Satzes (2.3) zu nutzen. Der Ubersichtlichkeit halber haben wir die
Ausgangssituation gegeniiber den Sdtzen (2.3) und (2.4) vereinfacht. Wie der
Beweis des folgenden Satzes zeigen wird, ist die fiir (2.3) und (2.4) gewéhlte Form
jedoch kein Selbstzweck. Satz (3.1) kann man etwa als Aussage iiber die
Konstruktion ,moglichst basischer® Erzeugendensysteme verstehen. Er ist nicht
direkt mit (2.3) vergleichbar, wir werden aber in Satz (3.3) eine Folgerung
formulieren, die sich mit Satz (2.3) vergleichen 14Bt. Man beachte, dal in Satz
(3.1) Terme auftreten, wie sie in der Abschétzung von Eagon und Northcott
([8]) fiir die Hohe von Determinantenidealen vorkommen.

(3.1) Satz. M sei ein endlich erzeugter R-Modul, N ein Untermodul von M und
w0 eine ganze Zahl. P sei eine noethersche konstruierbare Teilmenge von SpecR
und & eine Dimensionsfunktion auf P. Fir alle Primideale peP gelte
B(o, N, M)=k und |R/p| 22" "'+ 1.

(1) Dann existieren Elemente x, ...,x,€N derart, daf fiir jede Teilmenge J
von {1,...,w} gilt:

B(p. Y Rx;, M)zk' fiir alle Primideale peP
jedJ
mit
d@zsP)—(k—K+1)(J|-FkK+D+1, k=I1,.. minf{|J], k}.

(2) Wird N von y,, ..., y,,, W=W, erzeugt, lassen sich x,, ..., x,, mit geeigneten

t—1 m
a,,€R sukzessiv in der Form x,= Y. a,,x,+ Y, a,y, wihlen.
u=1 n=t+1
(3) Die Koeffizienten a,, kinnen gegebenenfalls einem Koeffizientenbereich
R’ c R entnommen werden.
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Beweis. Wir verwenden folgende Bezeichnungen:

v(J, k) =(k—k +1)(|J]| —K +1)—1
A(J,K):={peP: d(p)z5(P)—v({J, k)}.

Die Elemente x, ..., x,, werden sukzessiv konstruiert. Wir diirfen annehmen,
daB x,,...,x,_; bereits gefunden sind und die Aussage des Satzes fiir alle
Teilmengen von {1,...,w—1} erfiillt ist. Fiir jede Teilmenge J<{1,..., w} mit
weld setzen wir J:=J—{w}. Die Wahl von x, ist kritisch bei denjenigen
Primidealen peA(J, k'), bei denen N (J): =y Rx; noch nicht hinreichend ba-
sisch ist, also bei den Primidealen in jel

QW K):={peA(, k): B, N(J), M)<k'}.

Damit durch Hinzunahme eines Elementes x,, das Ziel iiberhaupt erreicht
werden kann, mul} gelten:

(A) Fiir alle peQ(J, k) ist f(p, N(J), M)=k —1.

Wir schieben den Beweis der Behauptung (A) auf. Um x, bei allen
peQ(J, k') basisch modulo N (J) wihlen und so die Konstruktion abschlieBen zu
konnen, miissen wir die Voraussetzungen von Satz (2.4) erfiillen. Die Mengen
Q(J, k) sind sicherlich konstruierbar, und daher ist fiir jede Teilmenge
J<{l,...,w} mit weJ auch

QW)= J{QU,k): k'=1,...,min {k, |J|}}

konstruierbar. Die Q{J) entsprechen den P, des Satzes (2.4). Wie man eine
Dimensionsfunktion aul Q(J) konstruiert, ist naheliegend. Fir peQ(J, k') setzt
man zunichst

d;1(P):=0(p)—min {5(q): qe Q(J, k')}
und dann fiir peQ(J)

0,(p):=max {5, v (p): peQ, K)}.

Um (2.4) anwenden zu konnen, setzen wir ferner M,:=M/N(J) und wihlen
fy: N—M; als Komposition der Einbettung N—M mit dem natiirlichen Homo-
morphismus M — M/N(J). Man beachte, daBl die Anzahlbedingung filr die Ringe
R/p erfiillt ist. Damit haben wir nur noch die Ungleichung

(B) B(p, N/N(J), M/N(JT))Zd,(p)+1 fiir alle peQ(J)

und die Behauptung (A) nachzuweisen.

Zu (A): Nach Induktionsvoraussetzung gilt B(p, N(J), M)=k'—1 fiir
alle  Primideale ped(J,kK—1). Da v(J,k—1)=v(J, k) ist, folgt
O, kYc AW, kKyc A(J, k' —1) und damit (A).

Zu (B): Fir peQ(J, k) ist ja B(p, N(J
M/N(J)=k—k +1. Andererseits 146t sich (p)
folgt einschlieBen:

), M)=k'—1, also f(p, N/N(J),
fir ein Primideal peQ(J, k') wie

3(P)—v(J, k)=o) =(P)—v(J, k)~ 1.
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Die linke Ungleichung bestimmt ja gerade Q{J, k') und die rechte Ungleichung
gilt, weil bei k' £|J| nach Induktionsvoraussetzung Q(J, k)n4(J, k')=0 und bei
k'=|J|>|J| ohnehin A(J, k')=9 ist. Da v(J, kK')—v(J, K')— 1 =k—Fk ist, impliziert
die EinschlieBung von d(p) die Ungleichung 6, ,.(p)<k—k' und diese Unglei-
chung zusammen mit f(p, N/N(J), M/N(J))=k—k +1 die Behauptung (B).

Bei den Teilen (2) und (3) ist zu beachten, daBl N von y, ..., ¥, _1, X,y c--» X
erzeugt wird.

n

(3.2) Anmerkung. Die Anzahlbedingung 146t sich abschwéchen, man vgl. dazu
[6], pp. 100, 101. Ist man an der Aussage von Satz (3.1) nur fiir die Anfangs-
stiicke {1,...,w’} und nicht fiir alle Teilmengen J von {l,...,w} interessiert,

kann die Anzahlbedingung weggelassen und x,=y,+ Y a,y, gewihlt werden.
u=t+1
(Man hat dann ja im Beweis nur ecine einzige Teilmenge J von {1, ...,w}

ndmlich {1, ..., w} selbst, zu betrachten.)

(3.3) Satz. M sei ein endlich erzeugter R-Modul, N ein Untermodul von M, P
eine noethersche konstruierbare Teilmenge von SpecR, und & eine Dimensionsfunk-
tion auf P. Es gelte f(p, N, M)=k=k'. Sei

>

o(P)+1 ,
= [m] +k —1.
Dann existieren x, ..., x, €N derart, da fiir alle pe P gilt:

Blp, X Rx,, M)zK.
Zur Bezeichnungsweise: Fiir a e R ist [«] die kleinste ganze Zahl >a.

Beweis. Nach (3.1) konpen x;,...,x, so konstruiert werden, daf
B, Y x,, M)=k fiir alle Primideale p mit 6(p)=35(P)—v({L, ..., w}, k). Einset-
zen ergibt sofort 6(P)—v({l, ..., w}, K)<0. (Nach Anmerkung (3.2) kGnnen wir

auf die Anzahlbedingung verzichten.)

Mit Satz (2.3) hitten wir nur w=J(P)+k’ erhalten.

4. Determinantenideale

Eagon und Northcott haben in [8] eine Ungleichung fiir die Hohe und den
Grad von Determinantenidealen bewiesen. Sei Y eine (p, g)-Matrix mit Koeffi-
zienten in einem noetherschen Ring R; dann gilt fiir das von den r-reihigen
Minoren von Y erzeugte Ideal I(Y) die Ungleichung ht(I(Y))<(p—r+1)
(g—r+1), solange nicht I,(Y)=R. Diese Ungleichung zieht eine entsprechende
Aussage fiir den Grad von I,(Y) nach sich. (Der Grad eines Ideals ist die maxi-
male Linge einer in ihm enthaltenen R-Sequenz.) Mittels Spezialisierung 148t
sich Satz (3.1) als eine zu der Ungleichung von Eagon und Northcott komple-
mentédre Aussage interpretieren.

Wenn wir im Fall m=w die in Satz (3.1), (2) konstruierten Elemente x, in der

Form x,= ) b,,y, schreiben, so bilden die Koeffizienten (b,,) eine elementare
1

=
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(m, m)-Matrix; (b,,) ist insbesondere invertierbar. (Eine quadratische Matrix
nennen wir elementar, wenn sie Produkt von Matrizen ist, die bis auf ein
Element auBerhalb der Hauptdiagonalen mit der Einheitsmatrix iibereinstim-
men.)

(4.1) Satz. R sei ein noetherscher Ring, Y eine (p,q)-Matrix mit Koeffizienten in
R und r eine ganze Zahl, 1 £r <min{p, q}.

(1) Sei ht(I,(Y))=n. Jeder der Ringe R/p, ht(p)<n—1, enthalte mindestens
29=Y 1+ 1 Elemente. Dann existiert. eine elementare (q,q)-Matrix E mit Koeffizien-
ten in R derart, daf fiir alle Teilmengen J von {1,...,q} und die aus den Spalten
mit den Indizes jeJ gebildete Teilmatrix Y] von YE gilt:

ht(I,(Y})) 2 min {n, (- — " + 1)(J[— + )},

1<y Smin{r,|J|}.
(2) Es gilt die zu (1) analoge Aussage fiir ,,Grad™ anstelle von ,,Héhe".

(3) Wenn R einen Koeffizientenbereich R’ mit 1eR’ enthdlt, kénnen die Koeffi-
zienten von E in R’ gewdhit werden.

Beweis. Fiir (1) setzen wir P:={peSpecR:ht(p)<n—1} und wihlen als Dimen-
sionsfunktion é(p):=n—1—ht(p). Die Voraussetzung ht(I,(Y))=n bedeutet: Der
von den Spalten der Matrix Y erzeugte Untermodul N von M =R?” ist bei allen
peP r-basisch in M. Die Behauptung ht(I, (Y;))2min{n, (r —r' + 1)(|J| -7 + 1)}
146t sich iibersetzen als: Der von den Spalten der Matrix YE mit den Indizes
jeJ erzeugte Untermodul ist bei allen Primidealen peP, é(p)=d(P)—(r—#" +1)
(|J]—# +1)+1, '-basisch in M. Dies zeigt, daB} Teil (1) eine Spezialisierung von
(3.1) ist.

Das gleiche gilt fiir Teil (2), nur hat man hier P={peSpecR:t{p)=<n—1} und
d(p)=n—1—t(p) zu wihlen und zu beachten, daB fiir Ideale a von R gilt:
grad(a)=min {t(p): p>a}.

Satz (4.1) besitzt Vorlaufer in [10], [15] (r=r'=p=qg) und [5] (,r+|J|—27
+ 1% anstelle von ,,(r—7' +1)(|J| —#+ 1)*). Wieder kann man auf die Anzahlbe-
dingung fiir die Ringe R/p verzichten, wenn man nur an den Teilmengen
J={1,...,j}von {1, ..., q} interessiert ist. Die Anzahlbedingung ist ja ohnehin nur
dann eine Einschrinkung, wenn eines der vorkommenden Primideale ein maxi-
males Ideal ist. Es ist klar, daBl man in der Behauptung des Satzes (3.1) nicht ¢
anstelle von r erwarten kann: In eine Abschidtzung der Héhe oder des Grades
nach unten kann nur eine GroBe eingehen, die in etwa die ,,effektive” Zeilenzahl
beschreibt.
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