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Einleitung 

In ihrer gemeinsamen Arbeit [9] haben Eisenbud und Evans einen Existenzsatz 
ffir basische Elemente in endlich erzeugten Moduln fiber (im wesentlichen) 
kommutativen noetherschen Ringen bewiesen und damit viele Theoreme der 
algebraischen K-Theorie und der kommutativen Algebra methodisch einheitlich 
hergeleitet. Inzwischen wurden mit modifizierten und erweiterten Fassungen des 
Existenzsatzes interessante neue Aussagen in [4, 5 und 11] gefunden. Wir haben 
in [6] versucht, die Aussagen fiber die Konstruktion basischer Elemente zu 
einem gewissen Abschlul3 zu bringen und mit ihren Anwendungen systematisch 
zu entwickeln. In dieser Arbeit wollen wir einen Teil der Ergebnisse aus [6] in 
komprimierter Form darstellen und insbesondere diejenigen Aussagen er6rtern, 
die fiber die bisher bekannten S~itze wesentlich hinausgehen. Wir wollen hier nur 
erw~ihnen, dab wir schliel31ich eine zu der bekannten Ungleichung yon Eagon 
und Northcott  ([8]) komplement~ire Aussage ffir die H/She und den Grad von 
Determinantenidealen erhalten werden. 

1. Hilfsmittel 

In diesem Abschnitt stecken wir den begrifflichen Rahmen ab, in dem sich 
Aussagen tiber die Konstruktion basischer Elemente und k-basischer Untermo- 
duln formulieren und beweisen lassen. Dabei ist unser Vorgehen von [18] 
beeinfluBt worden. 

Im folgenden bezeichnet R stets einen kommutativen Ring mit Einselement, 
SpecR die Menge der Primideale yon R, M einen endlich erzeugten R-Modul 
u n d p  ein Primideal von R. N und N' sind Untermoduln yon M, x ist ein 
Element von M. 

* Die Ergebnisse dieser Arbeit entstammen der Habilitationsschrift des Verfassers. 
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(1.1) Definition. Mit #(p, M) benennen wir die Minimalerzeugendenanzahl des 
R~-Moduls M~ und sagen, N sei k-basisch in M bei to, wenn #(t~, M/N)<#(p ,  M) 
- k  ist. Das Element x heil3t basisch in M bei p, wenn R x  dort 1-basisch ist. Wir 
setzen 

fi(p, N, M),=#(p,  M) -# ( p ,  M/N).  

Schliel31ich nennen wir N' k-basisch modulo N (in M) bei p, wenn/?(p, (N' + N)/N, 
M/N) > k ist. 

Eine triviale, aber niJtzliche Gleichung: 

(1.2) Bei N ~ N '  ist ~(tJ, N', M)=fl(p, N, M)+fl(p, N'/N, M/N). 

Die Funktion #( .... M) ist unter unseren Voraussetzungen bekanntlich halbste- 
rig nach oben auf SpecR beziiglich der Zariski-Topologie. Aus mehreren 
Griinden ist jedoch geboten, mit der konstruierbaren Topologie zu arbeiten: (a) 
Die in Anwendungen vorkommenden Teilmengen von SpecR sind oft weder 
Zariski-abgeschlossen noch Zariski-offen. (b) Die fiir uns wesentliche Funktion 
B( .... N , M )  ist in der konstruierbaren Topologie stetig. (c) Die im weiteren 
ebenso wichtigen Dimensionsfunktionen (Definition siehe unten) sind in der 
konstruierbaren Topologie halbstetig nach oben. Zur Definition der konstruier- 
baren Topologie vgl. man [1], pp. 48, 49. Ffir uns ist jedoch folgende Kennzeich- 
hung nach [183, Proposition 1.5 am bequemsten; wir beschr~inken uns dabei 
gleich auf den Fall noetherscher Teilmengen von SpecR. ( P c S p e c R  heil3t 
noethersch, wenn jede Zariski-abgeschlossene Teilmenge P ' c P  Vereinigung 
endlich vieler irreduzibler Zariski-abgeschlossener Teilmengen yon P ist.) 

(1.3) Eine noethersche Teilmenge yon SpecR ist genau dann konstruierbar, wenn 
sie gegeniiber Durchschnittsbildung vollstiindig ist, wenn also jedes Primideal p, 
das in der Form p = (~ P', P ' ~  P, dargestellt werden kann, bereits zu P geh6rt. 

Als Endlichkeitskriterium verwenden wir: 

(1.4) Eine (noethersche) konstruierbare Teilmenge P yon SpecR ist genau dann 
endlich, wenn jede Teilmenge yon P konstruierbar ist. 

Wit geben der Klasse der in der konstruierbaren Topologie nach oben 
halbstetigen Funktionen einen speziellen Namen und beschreiben sie durch eine 
diese Bezeichnung rechtfertigende Eigenschaft. 

(1.5) Definition. Sei P~SpecR.  Eine Funktion ?: P~2g heiBt D(urchschnitts)- 
monoton, wenn fiir jede Teilmenge P' von P gilt: Ist q=(~P '  und q6P, so 
existiert ein r ~P'  mit 7(r)__< 7(@ Die Funktion ? heiBt streng D-monoton, wenn 
unter diesen Voraussetzungen im Fall q(~P' stets ein r~P '  mit ?(r)<T(q) 
existiert. 

Es gelten folgende Aussagen: 

(1.6) (a) Die Funktion 7 ist auf einer noetherschen konstruierbaren Teilmenge P 
yon SpecR genau dann D-monoton, wenn sie beziiglich der konstruierbaren 
Topologie halbstetig nach oben ist. 
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(b) Die Summe einer D-monotonen und einer (streng) D-monotonen Funktion 
ist (streng) D-monoton. 

(1.7) Sei P c S p e c R  noethersch und konstruierbar. 

(a) Eine D-monotone Funktion auf P ist nach oben beschrfinkt. 

(b) Eine streng D-monotone Funktion nimmt auf jeder konstruierbaren Teil- 
menge yon P ihr Maximum in nur endlich vieIen Punkten an. 

Beim Beweis von (1.6), (b) und (1.7) beachtet man: Ist p = ( ~  P', P ' c P ,  und 
p c P  so gilt p = 0 { q E P ' :  7(q)__<7(p)} bzw. bei strenger D-Monotonie p = ~ {  
q c P': y(q)< 7(P)}. Dann folgen die Aussagen ohne Miihe; bei (1.7) benutzt man 
das Endlichkeitskriterium (1.4). 

Bei der Definition yon Dimensionsfunktionen lehnen wir uns an [18] an, 
spezialisieren uns jedoch gleich auf die konstruierbare Topologie. 

(1.8) Definition. Eine Funktion 5 auf P c S p e c R  mit Werten in der Menge N 
der nichtnegativen ganzen Zahlen heiBt Dimensionsfunktion, wenn ~ auf jeder 
konstruierbaren Teilmenge von P beschr~inkt ist und ihr Maximum nur in 
endlich vielen Punkten annimmt. 

Die folgende Aussage ordnet den Begriff ,,Dimensionsfunktion" in das 
bereits entwickelte System ein: 

(1.9) P c S p e c R  sei noethersch und konstruierbar. Eine Funktion (~: P--*N ist 
genau dann Dimensionsfunktion, wenn sie streng D-monoton ist. 

Zur Abkiirzung setzen wir: 6(P) ,=max{f(p):pEP}.  Die noch offene Rich- 
tung von (1.9) beweist man so: Sei P ' c P ,  q=(~P ' ,  q~P, q CP' und P' die 
konstruierbar-abgeschlossene Halle von P'. Falls 6(q)=3(P'), folgt die Existenz 
eines p e P '  mit 6(p)<6(q) aus der Unendlichkeit yon P' und der definierenden 
Eigenschaft von Dimensionsfunktionen. Im anderen Fall sei a der Durchschnitt 
der endlich vielen Primideale r E P' mit 6(r)= ~(P'). Man ersetzt P' durch P"= P' 
-{p: p D a}. Da q = ~ P" ist, beendet ein Induktionsargument den Beweis. 

Die Einfiihrung des Begriffs Dimensionsfunktion ist nur dann gerechtfertigt, 
wenn die wichtigsten idealtheoretischen Funktionen Dimensionenfunktionen 
sind, wir also Aussagen formulieren k6nnen, die sich vielf~iltig spezialisieren 
lassen und l~istige Fallunterscheidungen vermeiden helfen. 

(1.10) Sei P ~ S p e c R  und p e P .  Unter der Dimension von p in P, kurz 
dim(p,P), verstehen wir das Supremum der Zahlen n, zu denen es Ketten p 
= P o e  ..-~Pn mit pz~P gibt; falls die L~inge dieser Ketten unbeschr/inkt ist, sei 
dim (p, P), = co. Die H6he yon p in P, kurz ht (p, P) ist entsprechend definiert, 
jedoch mit absteigenden Ketten. Abkiirzungen: 

dim (P) , = sup {dim(p, P): peP},  dim (p).- = dim (p, SpecR), 
ht (p)." = ht (p, Spec R). 

(1.11) P sei eine noethersche Teilmenge yon SpecR mit dim(P)< oo. Dann sind 
dim (..., P) und dim (P ) -  ht (..., P) Dimensionsfimktionen auf P. 
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Die in (1.11) genannten Funktionen gentigen ja noch strengeren Monotonie- 
bedingungen als ftir Dimensionsfunktionen erforderlich. Neben der Dimension 
und der Htihe ist die Tiefe yon Primidealen in noetherschen Ringen eine 
wichtige Invariante: 

(1.12) Sei R ein noetherscher Ring, p~SpecR. Unter der Tiefe t(p) des Prim- 
ideals p verstehen wir die maximale L~inge einer R~-Sequenz in pR~. 

(1.13) Sei R e i n  noetherscher Ring. Die Funktion - t ( . . . )  ist streng D-monoton 
auf SpecR. Somit ist fiir P c S p e c R  mit n:=sup  {t(p): p e P } <  co die Funktion n 
- t(...) eine Dimensionsfunktion. 

Beweis. Das entscheidende Argument liefert /-13], (6.10.6), p. 157: Sei p ein 
Primideal in R; dann existiert ein rER- -p  derart, dab ffir alle q~SpecR, q~p ,  
r q~ q gilt: t(q) = t(p) + t(p/q). Daraus folgt sofort, dag - t(...) streng D-monoton 
ist. 

Eine weitere Dimensionsfunktion ist erw~ihnenswert: die yon Wiegand in 
[18] konstruierte Funktion F. Sie ist die jeweils ,,kleinste '~ Dimensionsfunktion 
auf einer Teilmenge P yon SpecR - vorausgesetzt, es existiert tiberhaupt eine 
Dimensionsfunktion auf P. Ihre Definition ergibt sich zwingend aus (1.9). Die 
Existenz einer ,,kleinsten" Dimensionsfunktion folgt indessen ohne explizite 
Konstruktion schon daraus, dal3 das Infimum yon Dimensionsfunktionen wieder 
eine Dimensionsfunktion ist. 

Wir beschliegen diesen Abschnitt mit einem Hilfssatz, der, wie wir sehen 
werden, gerade besagt, dab bei einem Konstruktionsschritt nur endlich viele 
Primideale kritisch sind. 

(1.14) Hilfssatz. M sei ein endlich erzeugter R-Modul, N ein Untermodul yon M, 
P eine noethersche konstruierbare TeiImenge yon SpecR. Weiter seien gegeben eine 
D-monotone Funktion ~1: p-~TZ und eine Dimensionsfunktion (5 auf P. Sei 

P ' : = ( p c P :  7(p)-p(p,  N, M) >0)  
und 

n ;=max  {cS(q)-/~(q, N, M): q ~P'}. 

Dann ist P": = {r ~ P': 6(0-/3(r,  N, M) = n} endlich. 

Beweis. 7(...)-/~( .... N, M) ist Summe zweier D-monotoner Funktionen, folglich 
P' (noethersch und) konstruierbar. Die Funktion 6(...)-1~( .... N , M )  ist sogar 
streng D-monoton, und daher folgt die Behauptung aus (1.7). 

2. Konstruktionss~itze 

Mit den im vorangegangenen Abschnitt eingeffihrten Bezeichnungen kann man 
die Konstruktionsaufgabe fiir basische Elemente grob so formulieren: 

(A) Unter geeigneten Voraussetzungen tiber N und die Teilmenge P cSpecR 
konstruiere man ein Element x e N, das bei allen p e P basisch in Mis t .  
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Es hat sich gezeigt, dab man zugleich eine allgemeinere Aufgabe in Angriff 
nehmen sollte: 

(B) Sei 7 eine Funktion auf P mit Werten in der Menge N der nichtnegativen 
ganzen Zahlen, N ein bei allen p e p  7(t3)-basischer Untermodul von M. Man 
sch~itze unter geeigneten Voraussetzungen tiber P und ~ ab, wieviel Elemente 
von N zur Erzeugung eines Untermoduls N' von N gebraucht werden, der 
ebenfalls 7(p)-basisch in M bei allen p ~ P ist, 

Viele Anwendungen lassen sich n~imlich sehr nattirlich in der Form (B) 
beschreiben, und auch methodisch ist es vorteilhaft, (A) als Spezialfall von (B) zu 
betrachten. Wir werden mit der L6sung der Aufgabe (A) fiir endliche Teilmen- 
gen P beginnen. Aus ihr und dem Endlichkeitsargument (1.14) ergibt sich eine 
Antwort zu (B), die wiederum bei der endgtiltigen L6sung von (A) als ,,Verktir- 
zungsprinzip" benutzt wird. Es ist dann naheliegend, (B) noch einmal anzugehen. 
Dies geschieht in Abschnitt 3. Dort  wird es sich auch zeigen, dab man zweckm~i- 
Big die Konstruktion basischer Elemente und 7(p)-basischer Untermoduln si- 
multan in mehreren Moduln behandelt. 

Ftir bestimmte Anwendungen ist es wichtig, die bei der Konstruktion 
basischer Elemente verwendeten Koeffizienten einer Teilmenge von R, z.B. 
einem in R enthaltenen unendlichen K6rper, entnehmen zu k6nnen (vgl. [-5, 11]). 
Wir treffen daher folgende Definition: 

(2.1) Definition. Eine Teilmenge R' von R heii3t Koeffizientenbereich, wenn sie 
additive Untergruppe und multiplikativ abgeschlossen ist und ftir jedes Primide- 
a l p  yon R die Restklassen der Elemente von R eine unendliche Teilmenge yon 
R/p bilden. 

Definition (2.1) hat einen Sch6nheitsfehler: R ist im allgemeinen kein Koeffi- 
zientenbereich. Eine subtilere Fassung k6nnte diesen Mangel zwar beheben, 
wiirde uns aber sp/iter zu komplizierteren Formulierungen zwingen. 

(2.2) Hilfssatz. Die Primideale Pl, ..., Pk yon R seien paarweise verschieden, N 
sei ein R-Modul. Zu jeden i= 1 . . . .  , k sei eine endliche Menge 9)l(pi) yon Paaren 
( M , f )  gegeben, bei denen M ein endlich erzeugter R-Modul, f :  N ~ M  ein R- 
Homomorphismus und f (N) 1-basisch in M bei Pi ist. Jeder der Restklassenringe 
R/p  i besitze wenigstens [~rJ~(pl)[ Jr_ 1 Elemente. Dann silt: 

(1) Es existiert ein x 6 N  derart, daft fiir alle i= 1, ..., k und aIle (M,f)~9)l(pi)  
das Element f (x) basisch in M bei Pi ist. 

(2) Wird N yon Yl, ..., Ym erzeugt, kann x = y I +a2Y2+ ... +amy mmit geeigne- 
ten a t E R gewfihlt werden. 

(3) Die Koeffizienten a t k6nnen gegebenenfalls einem Koeffizientenbereich 
R' c R entnommen werden. 

Zur Bezeichnungsweise: [gJt(p~)[ ist die Anzahl der Elemente yon 93l(pi). 

Beweis. (a) Man w~ihlt einen endlich erzeugten Untermodul N' yon N, ftir den 
f ( N ' )  ebenfalls 1-basisch in M bei pl ist fiir alle i=  1, ..., k und (M,f)~gJ~(pi). 
Dies ist m6glich, well die R~-Untermoduln (f(N)p + p M~)/taM~ endlich erzeugte 
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Rp-Unte rmoduln  von Mp/10M o sind und es wegen des L e m m a s  von N a k a y a m a  
nur auf  diese U n t e r m o d u l n  ankommt .  D a m i t  ist (a) auf  (b) reduziert.  

(b) Induk t ion  tiber k, bei der wir annehmen  dtirfen, t% sei min imal  unter  den 
Primidealen t01 . . . .  , Pk. Daher  existiert ein Element  r ~ R  mit  r~ (p  1 c~... ~10k-1) 
- P k .  Nach  Indukt ionsvorausse tzung  dtirfen wir annehmen,  dab ein Element  
x ' =  x 1 + a' 1 x 2 + . . .  + a ' x  mder Behaup tung  hinsichtlich i =  1, . . . ,  k -  1 gentigt. Wir  

t setzen y'~'.=x', y t=ryt  ftir t = 2 ,  . . . ,m.  Aus dem L e m m a  von N a k a y a m a  folgt, 
dab dann einerseits f ( ~ R y ; )  1-basisch in M bei 10k ist, (M,f)EgJl(10g), und es 

r t !  r t t  ! andererseits  geniigt, ein Element  x =Yl +a2Y2 + ... +amYm zu konstruieren,  das 
die Behauptung  ftir k erfiillt. Wir  dtirfen also annehmen:  k = 1. 

Bei k = 1 ftihrt m a n  Induk t ion  tiber m m i t  dem trivialen Indukt ionsanfang  m 
=1.  Bei m >  1 bes t immt  m a n  ein Element  a m derart ,  dab der von f (Y l+%Ym) ,  
f(Y2) . . . .  , f(Ym-1) in M erzeugte Un te rmodu l  immer  noch 1-basisch in M bei 101 
ist, (M,f)~giR(101). Dies ist m6glich, weil jedes Paar  ( M , f )  die Elemente  h6ch- 
stens einer Restklasse modu lo  P l yon der Wahl  zu a m ausschlieBt, n~imlich 
diejenigen, ftir die bei f (y~)~O rood101M~I gilt: f ( y l )+%f(ym)=-O mod101M~ . 

(c) Induk t ion  tiber m wie soeben, wobei  aber  be im Indukt ionsschlug  alle 
Pr imideale  P l, . ' - ,Pk s imul tan zu bet rachten  sind. DaB m a n  auch jetzt  ein 
geeignetes Element  a m ~ R'  finden kann,  beruht  auf  einer nicht sehr schwierigen 
Veral lgemeinerung von [3-1, p. 75, L e m m e  6. 

Satz (2.3) ist die Grund lage  aller weiterer Aussagen tiber die Kons t ruk t ion  
basischer Elemente  und k-basischer Unte rmoduln ,  besitzt abe t  selbst bereits 
zahlreiche Anwendungen  durch Spezialisierung. 

(2.3) Satz. N sei ein R-Modul. Zu jedem Element i der endlichen Menge I seien 
gegeben: 

(a) eine noethersche konstruierbare TeiImenge Pi yon SpecR mit einer D- 
monotonen Funktion ,&: P ~ N  und einer Dimensionsfunktion ~i: P~--+N, so daft 
?i(p) < 61(10 ) f/~r alle 10 ~ P,., und 

(b) ein endlich erzeugter R-ModuI M und ein R-Homomorphismus fi: N ~ M i  
mit ~(10,fi(g), M~)>_-V~(p) fiir aIle p eP~. 

(c) Ferner sei [R/p[ > 111 + 1 f/~r alle 10 e ~ Pi. 

Wir setzen w : = m a x  {31(Pi): i~I} .  Dann gilt: 

(1) Es existieren Elemente x~ . . . .  , x ~ N  mit 

t~= l R f~(xt)' Mi) >= vi(10) 

fiir alle i ~ I, 10 ~ Pi. 

(2) Wird N yon Yl, . . . , y~ ,m>w,  erzeugt, so k6nnen die x~ mit geeigneten 
m 

at taR  in der Form xt= yt + ~ atny . konstruiert werden. 
n = t + l  

(3) Die Elemente a~ k6nnen gegebenenfalls einem Koeffizientenbereich R' c R  
entnommen werden. 
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Beweis. Wir konstruieren xa, ..., x w sukzessiv so, dab fiir v= 1, ..., w gilt: Sei NI ~) 

= ~ Rfi(xt); dann ist 
t = l  

leer oder 
Pi (~): = {P ~ Pi: 7i(P) - fi(P, Ni (~), Mi) > 0} 

m a x  {~5i(p)-  f l (p,  N} ~), Mi): p E P~ v)} <=(~i(Pi)- v. 

Wenn wir noch p(o):=pi setzen, k5nnen wir die Induktion bei v = 0  beginnen 
lassen. Pi(~) ist die Menge der Primideale, bei denen N} ~) noch nicht ausreichend 
basisch ist. Wegen 3i(p)__> 71(P) bleibt ffir v> cSi(P,. ) nur die M5glichkeit P[~)= O. 

Seien x l , . . . ,x~  wie soeben gefordert konstruiert. Wie auch immer x~+ 1 
gew~ihlt wird, stets ist p(~+l)cp[~). Daher genfigt es, x~+l so zu bestimmen, dab 
alle Primideale p e P~(~) mit cS,(p)- fl(p, N[ ~), Mi) = 6i(P~)- v der Menge P[~ + 1) 
nicht mehr angehSren, dab ffir diese Primideale also 

fi(p, N,(~ + gL(x~+ 1), M~)=fi(V, N,% M~)+ 1 

ist. Sei E~ die Menge dieser ,,kritischen" Primideale und E: = U E~. 
Hilfssatz (1.14) garantiert, dab E endlich ist. Um nun (2.2) in Verbindung mit 

(1.2) anwenden zu kSnnen, setzt man N. '=N Rx  t, Mi:=M/N} "), w~ihlt 

fi: N ~ M i  als den von fi induzierten Homomorphismus und 9J~(p):--{(Mi, f/): 
e Pi (~} ftir alle p s E und beachtet schlieBlich bei (2) und (3), dal3 die Restklas- 

sen von y~+~ . . . .  , Ym den Modul N erzeugen. 

Wir haben in [6], Abschnitt 4.1, 4.2 ausgeffihrt, wie sich durch Spezialisie- 
rung von Satz (2.3) (fast) unmittelbar folgende Anwendungen ergeben: 

(1) das Theorem yon Forster-Swan ([-12], [-17]) fiber die Absch~itzung der 
globalen Erzeugendenzahl eines Moduls M durch die/~(p, M), 

(2) der Satz von Kronecker fiber die Darstellung algebraischer Teilmengen 
des n-dimensionalen affinen Raumes als Durchschnitt yon n+  1 Hyperfl~ichen 
([14]), 

(3) das Stable Range Theorem yon Bass ([2]), 

(4) Aussagen fiber Determinantenideale von Matrizen in ,,allgemeiner Lage" 
([5, 10, 15])und 

(5) diverse Aussagen fiber die Konstruktion yon Parametersystemen und R- 
Sequenzen. 

Auch die Konstruktion yon Elementen, die bei mehr als nur endlich vielen 
Primidealen in einem R-Modul basisch sind, beruht auf einer Spezialisierung 
von Satz (2.3). Der folgende Satz verallgemeinert das grundlegende Theorem A 
yon Eisenbud und Evans, das in [9] mit einem anderen Beweisschema hergelei- 
tet wurde und in [4], [-5] und [11] Erweiterungen gefunden hat. 

(2.4) Sate. N sei ein R-Modul. Zu jedem Element i der endlichen Menge I seien 
gegeben: 
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(a) eine noethersche konstruierbare Teilmenge Pi yon SpecR mit einer Dimen- 
sionsfunktion 6 i und 

(b) ein endlich erzeugter R-Modul  M i und ein R-Homomorphismus f.: N ~ M  i 
mit fi(p,f/(N), mi)_>6i(p)+ 1 ffir alle P~PI. 

(c) Ferner sei ]R/p[ > ]I] + 1 fi~r alle p e UPi .  

Dann gilt: 

(1) Es existiert ein Element x e N ,  ffir das f i(x) bei allen peP~ basisch in M i 
ist, i e I .  

(2) Wird N yon YI , - . . ,  Ym erzeugt, lgtfit sich x mit geeigneten Elementen a t e R  
in der Form x = y  1 + a 2 y  2 + ... +amy m w~hlen. 

(3) Die Elemente a t kOnnen gegebenenfalls einem Koeffizientenbereich R' c R  
entnommen werden. 

Beweis. Zun~ichst fiihrt man Teil (1) mit Hilfe von (2.3) auf Teil (2) zuriick, indem 
man 7i(p):=6i(J0)+ 1 setzt und die in (2.3) vorkommende Dimensionsfunktion 
als 6~(p)+ 1 wiihlt. Satz (2.3) impliziert dann die Existenz eines endlich erzeugten 
Untermoduls N' yon N, auf den sich die Voraussetzungen von (2.4) tibertragen. 

Zum Beweis der Teile (2) und (3) fiihren wir eine Induktion tiber m, bei der 
(2.3) den InduktionsschluB sichert. Im Fall m=  1 ist nichts zu konstruieren. Sei 
m > l  und Pi ' :={PePI:  f l (p, f . (N),  M~)<m}. Wie man auch die a, w~ihlen m a g -  
bei Primidealen p s P i - P [  ist f i ( y~+~ 'a t y t )  basisch in M i. P[ ist wieder eine 
noethersche konstruierbare Teilmenge yon SpecR, cS~[P; eine Dimensionsfunk- 
tion, und die Voraussetzung fi(p,f/(N), M i ) > 6 i ( p ) + l  impliziert 61(P[) 
=max{61(p): pEP[} < m - 1 .  Nun wenden wir wieder (2.3) mit 7i(p)=cS~(p)+ 1 
und Dimensionsfunktion 6i@)+1 auf die Pi' an: mit geeigneten a tueR  bzw. 
a~ e R' gilt f'tir 

' i x t = x t +  a t ,x , ,  t = l ,  ..., w, w = m a x  {6~(p)+ 1" p e P [ } < m  
u = t + l  

die Ungleichung 

( i  fi p, Rf,.(x~),M~ ,~(p)+l, p~F;, i~I. 
t = l  

w 
t Nach Induktionsannahme erhalten wir ein Element x ' =  x'l + ~ atxt, das der 

t = 2  

Behauptung des Satzes gentigt. Wir ersparen es uns, die Koeffizienten a2, ..., a~ 
aus den at, ̀  und den a' t zu berechnen. 

Von den Anwendungen des Satzes (2.4) sind zu nennen: 

(1) der Satz von Serre tiber die Existenz unimodularer Elemente in projekti- 
ven Moduln (I-16, 2, 9]), 

(2) Reduktion des Ranges n-ter Syzygienmoduln (S~itze vom Typ des ,,Theo- 
rems yon Bourbaki", [3], p. 76, Th6or~me 6) und Fortsetzung freier Aufl6sungen 
mit freien Moduln m/Sglichst kleinen Ranges ([4]), 

(3) lokale Bertini-S~itze ([-5], vor allem [11]). 
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(2.5) Anmerkung. Die S~itze (2.2), (2.3) und (2.4) - ausgenommen die Teile (3) -  
lassen sich fiir eine allgemeinere Situation formulieren: R wie bisher, A ist eine 
als R-Modul endlich erzeugte (nicht notwendig kommutative) R-Algebra, M 
und N sind A-Moduln. Dann sind die Koeffizienten a t und ak~ in A zu w~ihlen 
und die Anzahlbedingung fiir die Ringe R/t) abzu~indern, weft die einfachen 
Komponenten der halbeinfachen Ringe Ap/(Jacobsonradikal yon Ap) i.a. eine 
L~inge > 1 haben (vgl. [6]). Eine geringe Modifikation, die Konstruktion yon x~ 
in (2.3) bzw. x in (2.2) und (2.4) betreffend, ist notwendig, wenn man (2.4) auch 
zum Beweis des Bass'schen Ktirzungssatzes verwenden will. Im fibrigen lassen 
sich die S~itze dieses Abschnitts mutatis mutandis auch ffir Steinsche Algebren 
formulieren ([6, 7]). 

3. Erweiterung der Konstruktionss/itze 

In diesem Abschnitt geht es darum, Satz (2.4) konsequent ffir die Problemstel- 
lung des Satzes (2.3) zu nutzen. Der Ubersichtlichkeit halber haben wir die 
Ausgangssituation gegenfiber den S~itzen (2.3) und (2.4) vereinfacht. Wie der 
Beweis des folgenden Satzes zeigen wird, ist die fiir (2.3) und (2.4) gewiihlte Form 
jedoch kein Selbstzweck. Satz (3.1) kann man etwa als Aussage fiber die 
Konstruktion ,,m6glichst basischer" Erzeugendensysteme verstehen. Er ist nicht 
direkt mit (2.3) vergleichbar, wir werden aber in Satz (3.3) eine Folgerung 
formulieren, die sich mit Satz (2.3) vergleichen l~il3t. Man beachte, dab in Satz 
(3.1) Terme auftreten, wie sie in der Absch~itzung von Eagon und Northcott 
([8]) fiir die H6he von Determinantenidealen vorkommen. 

(3.1) Satz. M sei ein endlich erzeugter R-Modul, N ein Untermodul yon M und 
w > O eine ganze ZahI. P sei eine noethersche konstruierbare Teilmenge yon SpecR 
und 6 eine Dimensionsfunktion auf P. Fiir alle Primideale I)~P gelte 
fi(i), N, M ) > k  und ]R/I)I >2 w-1 + 1. 

(1) Dann existieren Elemente x1, . . . ,  x w c N  derart, daft ffir jede Teilmenge J 
yon {1, ...,w} gilt: 

mit 

fi(i), ~ Rxj, M)>k' fiir alle Primideale p ~ P  
j E J  

6 ( i ) ) > ( 5 ( P ) - ( k - k ' + l ) ( l J l - k ' + l ) + l ,  / (=1  . . . .  , min {[J[, k}. 

(2) Wird N yon Ya, ..., Ym, m>= w, erzeugt, lassen sich Xx, .... x w mit geeigneten 

at,~ R sukzessiv in der Form xt=  ~ atux~+ at,y t wiihlen. 
u = l  n = t + l  

(3) Die Koeffizienten a~, k6nnen gegebenenfalls einem Koeffizientenbereich 
R' c R entnommen werden. 
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Beweis. Wit verwenden folgende Bezeichnungen: 

v(J, k'), = ( k - k '  + 1 ) ( I J I -k '+  1) -  1 

A(J, k ' ) :={peP :  3(p)> 3(P)-v(J, k')}. 

Die Elemente xl ,  ..., x w werden sukzessiv konstruiert. Wir dtirfen annehmen, 
dab xl , . . . ,Xw_ ~ bereits gefunden sind und die Aussage des Satzes ftir alle 
Teilmengen von {1, ..., w -  1} erftillt ist. Ftir jede Teilmenge J c  {1 . . . . .  w} mit 
weJ setzen wir J : = J - { w } .  Die Wahl von x~ ist kritisch bei denjenigen 
Primidealen p eA(J,k'), bei denen N(J) :=  ~. Rxj noch nicht hinreichend ba- 
sisch ist, also bei den Primidealen in ~ J  

Q(J, k'):={peA(J, k'): fi(p, N(J),M)<k'}. 

Damit dutch Hinzunahme eines Elementes x~ das Ziel iiberhaupt erreicht 
werden kann, muf3 gelten: 

(A) Fiir alle t0 e Q(J, k') ist fi(p, NOv), M) > k ' -  1. 

Wir schieben den Beweis der Behauptung (A) auf. Um x w bei allen 
p e Q(J, k') basisch modulo N(]) w~ihlen und so die Konstruktion abschliel3en zu 
k6nnen, miissen wit die Voraussetzungen von Satz (2.4) erffillen. Die Mengen 
Q(J,k') sind sicherlich konstruierbar, und daher ist fiir jede Teilmenge 
J~{1 , . . . ,w}  mit weJ auch 

Q(J): = ~) {Q(J, k'): k '=  1, ..., min {k, [J[}} 

konstruierbar. Die Q(J) entsprechen den P,. des Satzes (2.4). Wie man eine 
Dimensionsfunktion auf Q(J) konstruiert, ist naheliegend. Ftir p eQ(J, k') setzt 
man zun~ichst 

b~,k,(p): = b(p)-- min {b(q): qe Q(J, k')} 

und dann fiir p e Q (J) 

6j(p): =max  {6j, k,(p): p eQ(d, k')}. 

Um (2.4) anwenden zu kSnnen, setzen wir ferner Mj:=M/N(J) und w~thlen 
fj: N ~ M  s als Komposition der Einbettung N ~ M  mit dem natiirlichen Homo- 
morphismus M~M/N(J).  Man beachte, dab die Anzahlbedingung fiir die Ringe 
R/p erfiillt ist. Damit haben wir nur noch die Ungleichung 

(B) fi(p,N/N(J), M/N(Y)):>c~j(p)+ 1 fiir alle p eQ(J) 

und die Behauptung (A) nachzuweisen. 

Zu (A): Nach Induktionsvoraussetzung gilt f i (p ,N(Y) ,M)>k'- i  ffir 
alle Primideale peA(J,  k ' -  1). Da v(J, k ' - l )>v(J,  k') ist, folgt 
Q(J, k')= A(J, k')c A(], k '-1) und damit (A). 

Zu (B): Ffir peQ(J,k') ist ja f l (p,N(J),M)=k'-l ,  also fi(p,N/N(J), 
M/N(J))>k-k '+ 1. Andererseits l~if3t sich 3(p) flit ein Primideal p e Q(J, k') wie 
folgt einschliel3en: 

c~(P)- v(J, k') < 3(p) <= 6(P)- v(J, k')-1. 
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Die linke Ungleichung bestimmt ja gerade Q(J, k') und die rechte Ungleichung 
gilt, weft bei k'<__ t J] nach Induktionsvoraussetzung Q(J, k')c~A(J, k')=0 und bei 
k '=  IJI > IJI ohnehin A(J, k')=0 ist. Da v(J, k ')-v(J,  k ')-1 = k - k '  ist, impliziert 
die Einschliel3ung von 6(p) die Ungleichung g~j,k,(p)<k-k' und diese Unglei- 
chung zusammen mit fl(p, N/N(J), M/N(J)) > k -  k' + 1 die Behauptung (B). 

Bei den Teilen (2) und (3) ist zu beachten, dab N yon Yl, .--, Y~-I, Xw, ..., xm 
erzeugt wird. 

(3.2) Anmerkung. Die Anzahlbedingung l~il3t sich abschwiichen, man vgl. dazu 
[6], pp. 100, 101. Ist man an der Aussage yon Satz (3.1) nur fiir die Anfangs- 
stticke {1 .... , w'} und nicht ffir alle Teilmengen J von {1 . . . .  , w} interessiert, 

kann die Anzahlbedingung weggelassen und x~ =yr + ~ atuy . gew~ihlt werden. 
u = t + l  

(Man hat dann ja im Beweis nur eine einzige Teilmenge J yon {1, ..., w}, 
n/imlich {1 . . . .  , w} selbst, zu betrachten.) 

(3.3) Satz. M sei ein endlich erzeugter R-Modul, N ein Untermodul yon M, P 
eine noethersche konstruierbare Teilmenge yon SpecR, und (~ eine Dimensionsfunk- 
tion auf P. Es gehe fl(p, N, M)>k >k'. Sei 

= [~(P)+  1 ] 
w: L E - ~ I  + k ' - l .  

Dann existieren Xl,...  , x weN derart, daft fiir alle p s P gilt: 

fl(p, 2 Rxt, M)>=k'. 

Zur Bezeichnungsweise: Fiir ~ e lR ist [~] die kleinste ganze Zahl >a .  

Beweis. Nach (3.1) kSnnen xl ,  . . . ,x~ so konstruiert werden, dal3 
fi(p, ~ xt, M) => k' fiir alle Primideale p mit b(p) => b (P) -  v ({ 1, ..., w}, k'). Einset- 
zen ergibt sofort b(P)-v({1, ..., w}, k')=<0. (Nach Anmerkung (3.2) kSnnen wir 
auf die Anzahlbedingung verzichten.) 

Mit Satz (2.3) h~itten wir nur w = 5(P) + k' erhalten. 

4. D e t e r m i n a n t e n i d e a l e  

Eagon und Northcott haben in [8] eine Ungleichung fiir die HShe und den 
Grad von Determinantenidealen bewiesen. Sei Y eine (p, q)-Matrix mit Koeffi- 
zienten in einem noetherschen Ring R; dann gilt fiir das yon den r-reihigen 
Minoren von Y erzeugte Ideal Ir(Y ) die Ungleichung ht( l r (Y))<(p-r+l  ) 
( q - r +  1), solange nicht Ir(Y)=R. Diese Ungleichung zieht eine entsprechende 
Aussage fiir den Grad von I~(Y) nach sich. (Der Grad eines Ideals ist die maxi- 
male Liinge einer in ihm enthaltenen R-Sequenz.) Mittels Spezialisierung liil3t 
sich Satz (3.1) als eine zu der Ungleichung von Eagon und Northcott komple- 
mentiire Aussage interpretieren. 

Wenn wir im Fall m=w die in Satz (3.1), (2) konstruierten Elemente x t in der 

Form xt= 2 btuYu schreiben, so bilden die Koeffizienten (btu) eine elementare 
~ q  
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(m,m)-Matr ix;  (bt,) ist insbesondere invertierbar.  (Eine quadrat ische Matr ix  
nennen wir elementar ,  wenn sie P roduk t  von Mat r izen  ist, die bis auf  ein 
Element  auBerhalb der Haup td i agona l en  mit  der Einhei tsmatr ix  i ibereinstim- 
men.) 

(4.1) Satz. R sei ein noetherscher Ring, Y eine (p,q)-Matrix mit Koeffizienten in 
R und r eine ganze Zahl, 1 < r < m i n { p , q } .  

(1) Sei ht(I~(Y))>n. Jeder der Ringe R/t~, h t ( p ) < n - 1 ,  enthahe mindestens 
2 q- 1+ 1 Elemente. Dann existiert eine elementare (q, q)-Matrix E mit Koeffizien- 
ten in R derart, daft fiir alle Teilmengen J yon {1, . . . ,q} und die aus den SpaIten 
mit den Indizes j~J  gebildete Teilmatrix Yj yon YE gilt: 

ht (I~, (Yj))> min {n, (r - r ' +  1)([d[-  r ' +  1)}. 

l <_r' < min {r, lJ[}. 

(2) Es gilt die zu (1) analoge Aussage ffir ,,Grad" anstelle yon ,,H6he". 

(3) Wenn R einen Koeffizientenbereich R' mit I~R' enthi~lt, k6nnen die Koeffi- 
zienten yon E in R' gewiihlt werden. 

Beweis. Ftir (1) setzen wir P.-= {p~SpecR:  ht(p)__<n-1} und w~ihlen als Dimen-  
s ionsfunktion ~ (~0) .. = n - 1 - ht (p). Die Vorausse tzung ht (I~(Y)) > n bedeutet :  Der  
von den Spal ten der Matr ix  Y erzeugte U n t e r m o d u l  N yon M = R  p ist bei allen 
t~6P r-basisch in M. Die  Behauptung  ht(I~,(Ys) ) > min {n, ( r - r ' +  1 ) ( ] J [ -  r' + 1)} 
l~iBt sich iibersetzen als: Der  von den Spalten der Matr ix  YE mit den Indizes 
j~J  erzeugte U n t e r m o d u l  ist bei allen Pr imidealen p e P ,  ~(t~)>=6(P)-(r-r'+ 1) 
( ] J ] -  r ' +  1)+ 1, r ' -basisch in M. Dies zeigt, dab Teil (1) eine Spezialisierung yon 
(3.1) ist. 

Das  gleiche gilt far Teil (2), nur  hat  man  hier P =  {~0eSpecR: t ( p ) < n -  1} und 
6 ( p ) = n - l - t ( p )  zu w~ihlen und zu beachten,  dab fiir Ideale  a von R gilt: 
grad(a) = min {t(p): p D a}. 

Satz (4.1) besitzt Vorl~iufer in [10], [15] (r=r'=p<=q) und [5] (,,r +[J[ -  2r' 
+ 1" anstelle yon , , ( r -r '+ 1 ) ( ] J [ - r ' +  1)"). Wieder  kann  man  auf die Anzahlbe-  
dingung ftir die Ringe R/p verzichten, wenn m a n  nur  an den Tei lmengen 
J = { 1, . . . ,  j} yon { 1, . . . ,  q} interessiert ist. Die Anzahlbedingung ist j a  ohnehin  nur 
dann  eine Einschr~inkung, wenn eines der v o r k o m m e n d e n  Pr imideale  ein maxi-  
males Ideal  ist. Es ist klar, dab m a n  in der Behauptung  des Satzes (3.1) nicht q 
anstelle yon r erwarten kann:  In eine Absch~itzung der H6he  oder  des Grades  
nach unten kann  nur eine Gr6Be eingehen, die in etwa die ,,effektive" Zeilenzahl 
beschreibt.  
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