
ÜBER � UND SEINE BERECHNUNG

WINFRIED BRUNS

JederScḧuler lernt in derMittelsufeFormelnfür denFlächeninhalt
�

unddenUmfang�
desKreisesmit Radius� , nämlich��� � � 2 � � �

2� ���
Dabeiist � eineneueKonstante,von dermanvielleicht denAnfangderDezimaldarstel-
lung3 � 14159�	�	� kennt.

In der Ästethik ist der Kreis dasvollendetegeometrischeObjekt schlechthin.Schon
deshalbhatesdie Mathematiker aller Zeitenherausgefordert,mehrüberdie geheimnis-
volle Zahl � zu erfahren,sie in Beziehungzu anderenwichtigenKonstantenzu setzen,
undsieinsbesonderemöglichstpräzisezu bestimmen.Auch für Anwendungenin Natur-
wissenschaftundTechnikmußman � hinreichendgenaukennen.DieseGenauigkeit ist
allerdingsschonvor einigenHundertJahrenerreichtworden.

Eine prinzielle Fragewollen wir gleich beantworten: � ist keinerationaleZahl, mit
anderenWorten, � hatkeineDarstellungderForm

� � � 
 mit ganzenZahlen� � 
 �
(1761bewiesenvon JohannHeinrich Lambert, 1728–1777).Also ist � irr ational. Es
gibt nichteinmalein Polynom�
����� � ������� ��� 1

����� 1 �����������
1
�����

0

mit Brüchen � � als Koeffizienten,für das �
� � � �
0 ist. Man sagt: � ist transzendent

(1882 bewiesenvon FerdinandLindemann, 1852–1939).Aus der Transzendenzfolgt,
daß� sichnichtmit Zirkel undLinealkonstruierenläßt,die

”
Quadratur“ desKreisesalso

unmöglich ist.
Bereitsdie Irrationaliẗat von � zeigt, daßwir � nicht als periodischenodergar ab-

brechendenDezimalbruchschreibenkönnen. Bei der Bestimmungvon � kannesalso
nur darumgehen,möglichstviele Dezimalstellenzu finden.

”
Genau“ könnenwir � (in

diesemSinne)nichtausrechnen.
Im September1999ist esdemjapanischenMathematikerYasumasaKanadagelungen,

mehrals200Milliarden Dezimalstellenvon � zu bestimmen,wobeidie Rechenzeitauf
einemsicherlichsehrleistungsf̈ahigenComputeretwa40 Stundenbetragenhat.

Es wäre abernaiv zu glauben,daßdieserRekord (vielleicht ist er inzwischenauch
schonüberboten)einzigundalleinderLeistungsf̈ahigkeitmodernerComputerzuverdan-
kenist. Er ist ohnesienichtvorstellbar, aberverdanktseineExistenzim gleichenAusmaß
derrichtigenmathematischeMethodeundihrer geschicktenUmsetzungin ein effektives
Rechenverfahren.

Wir wollen im folgendendiedreiwesentlichenStationenderBestimmungvon � näher
beleuchten,nämlich dasVerfahrendesArchimedesvon Syrakus(ca. 287–212v. Chr.),
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die Berechnungmittels der Arcustangens-Potenzreiheundeinender modernen,seit un-
gef̈ahr 25 JahrenbekanntenAlgorithmen. Die Arcustangens-Potenzreihegeht auf Ja-
mesGregory (1637–1675)zurück, unddasmoderneVerfahrenbenutztdasarithmetisch-
geometrischeMittel vonCarl Friedrich Gauß(1777–1855).

1. DAS VERFAHREN VON ARCHIMEDES

Im Altertum warenfolgendeNäherungenbekannt:

Ägypten(PapyrusRhind,ca.1650v. Chr.): �"! 256
81

! 3 � 16
Babylon: �"! 3
Bibel: �#! 3 (1. Könige7:23) (indirekt)

Als historischeAnekdotesei erwähnt,daßnochim Jahre1897dasRepr̈asentantenhaus
desUS-BundesstaatsIndianaeinenGesetzentwurfbeschlossenhat,gem̈aßdem � �

3 � 2
ist. Diesging aufeinegöttlicheEingebungdesArztesDr. E. J.Goodwinzurück,undder
StaatIndianaerhoffte sichdurchdiegesetzlichePatentierungvon � Lizenzeinnahmenaus
demDruckenvonSchulb̈uchernin anderenStaaten.DerGesetzentwurfwurdeaberdurch
entschlossenesEingreifeneinesProfessorsder Purdue-Universiẗat vor der endg̈ultigen
Verabschiedungim Senatgestoppt.

Archimedesist der ersteMathematiker, von demmanweiß, daßer � auf systemati-
scheWeiseschonsehrgenaubestimmthat. Bemerkenswertist nicht nur die Berechnung
selbst,sondernvor allem dasVerfahren,dasesprinzipiell erlaubt, � beliebiggenauzu
bestimmen.ArchimedesnutztedieBeziehungzwischendenSeitenl̈angendesdemKreis
einbeschriebenenregelmäßigen$ -Ecksund des2$ -Ecksund ebensodie entsprechende
Beziehungfür die umbeschriebenenVielecke. Wir betrachtendaseinemKreis mit Ra-
dius1 einbeschriebene$ -Eck unddaseinbeschreibene2$ -Eck. Der SatzdesPythagoras

1 % &
'	( '

2
(
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liefert (sieheAbbildung1):
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Darausergibt sich

) 2
2� �

) �
2

2 � 1 - 1 - ) �
2

2
2 �

2 - 2 1 - ) �
2

2

DerUmfangdeseinbeschriebenen$ -Ecksist0 � � $ � ) � �
Wennwir zumBeispielmit $ �

4 � ) � �+1
2, starten,soerhaltenwir dieFolge0

4 2 0
8 2 0

16 2 0
32 2 �����

von deranschaulichklar ist, daßsiegegen2� konvergiert. Wenn � nochnicht bekannt
ist, könnenwir abervondieserFolgenochnichtablesen,wie gut � von

0
32 zumBeispiel

angen̈ahertwird. Dies war auchArchimedesklar, und er hat deshalb� zus̈atzlich von
obenapproximiert,undzwarmittelsdesUmfangsdesumbeschriebenen$ -Ecks.

Bezeichne3 � die halbe Längeder Seitedesumbeschriebenenregelmäßigen$ -Ecks.
Dannfolgt mit demSatzdesPythagorasleicht

3 2� � 3 2� � 1 - 13 � �
Mit

� � � 2$43 � , und
0 � ergibt sichdanneineSchachtelungfür denKreisumfang2� , z. B.0

4 2 0
8 2 0

16 2 0
32 2 ����� 2 2� 2 ����� 2 �

32 2 �
16 2 �

8 2 �
4 �

JederIterationsschrittbringt eineVerbesserungder Approximation. Wir sehenunsdas
Resultatfür � in Tabelle1 an,wobei die Iterationmit

)
4
�51

2, 3 4 �
1 startet. In der

Untere Obere Intervall- Verbesserungs-
Annäherung Annäherung länge faktor
2.828427124 4.000000000 1.171572875
3.061467458 3.313708499 0.252241040 4.644656059
3.121445152 3.182597878 0.061152725 4.124771818
3.136548490 3.151724907 0.015176416 4.029457433
3.140331157 3.144118385 0.003787228 4.007262228
3.141277250 3.142223629 0.000946379 4.001809267
3.141513801 3.141750369 0.000236568 4.000451925
3.141572940 3.141632080 0.000059140 4.000112956
3.141587725 3.141602510 0.000014784 4.000028237
3.141591421 3.141595117 0.000003696 4.000007059
3.141592345 3.141593269 0.000000924 4.000001764
3.141592576 3.141592807 0.000000231 4.000000441
3.141592634 3.141592692 0.000000057 4.000000110

TABELLE 1. Die ArchimedischeNäherungausgehendvom4-Eck
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letztenSpaltederTabellehabenwir dasVerḧaltnisaufeinanderfolgenderDif ferenzen� �
26�7 1 - 0

26�7 1
�� �

26 - 0
26 �

gebildet; � � 26 - 0
26 �98 2 ist ja dieLängedesIntervalls, in dem � sichaufhaltenmuß.Wir

sehen,daßdiesesIntervall sichbei jedemSchrittumetwadenFaktor4 verkürzt. Diesläßt
sich leicht beweisen,undwir kommenuntendaraufzurück. Daherbrauchtmanfür die
VerbesserungderGenauigkeit um eineDezimalstelleungef̈ahr1 � 6 Rechenschritte,was
dasVerfahrenfür hoheGenauigkeit unbrauchbarmacht. Die bestehistorische,mit der
originalenMethodevon ArchimedeserzielteNäherungauf mehrals 30 Stellenstammt
von LudolphvanCeulen(1539–1619).Noch1840waren34 Dezimalstellenauf seinem
inzwischenverlorenenGrabsteinin der Sankt-Pieters-Kerk in Leidenzu finden. Dieser
Rekord hatbewirkt, daß � zumindestin Deutschlandhäufigalsdie

”
LudolphscheZahl“

bezeichnetwurde.(Die MethodevonArchimedeswurdevonanderenMathematikerndes
17.Jahrhundertsvariiertundnochetwasverfeinert.)

Archimedesselbstist mit $ �
6,

)
6
�

1, 3 6 �
18 1 3 gestartet,hat bis zum 96-Eck

gerechnetunddieNäherung

3
10

71
2 � 2 3

1

7
erhalten.Beim Archimedischen(undanderenVerfahren)mußmanQuadratwurzelnbe-
stimmen,ein einfachzu lösendesProblem,aufdaswir nochzurückkommen.

An dieserStellesindzweiwichtigeAspekteallerNäherungsverfahrenzunennen.Die-
sebesitzenihrerNaturgem̈aßeinen

Verfahrensfehler.

Beim ArchimedischenVerfahrenhabenwir ihn im Griff: Zum einenkennenwir stetsein
Intervall, in dem � sichaufḧalt, zumanderenwissenwir sogar, wie sichdiesesIntervall
vonSchrittzuSchrittverkleinert.

Bei derpraktischenRechnungist manaberin derRegelauchgezwungen,Zwischener-
gebnissegerundetdarzustellen,wodurchsich

Rundungsfehler

in dasVerfahreneinschleichen.Geradebei einemProblemwie der Berechnungvon �
mußmanso runden,daßdie geforderteGenauigkeit desVerfahrensnicht verlorengeht.
Bei unserenDemonstrationsrechnungenbehelfenwir unsdamit,daßwir von vornherein
die Stellenzahlgen̈ugendgroßwählen.

Nicht unterscḧatzensollte man die Möglichkeit einesHardwarefehlersbei einer so
exteremhohenZahl an Rechenschritten,wie sie etwa für dengeltenden� -Rekord not-
wendigsind. Daher, und zur AbsicherunggegenRundungsfehler, führt manstetszwei
Berechnungenaus,möglichstmit unterschiedlichenAlgorithmenoderwenigstenszwei
VariantendesgleichenAlgorithmus.

Mit ein wenig Trigonometriesehenwir, daßArchimedesbei der Betrachtungdesre-
gelmäßigen$ -Ecksdie Ungleichung

$ sin
�
$ 2 � 2 $ tan

�
$
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ausnutzt.Die Entwicklungenvon Sinusund Tangensin ihre Taylorreihenum 0 zeigen,
daß� - sin � ! � 38 6 undtan � - � ! � 38 3 für gen̈ugendkleine �;: 0. Der Fehlerbei
derApproximationvon � durchsin � odertan� verkleinertsichalsobeimÜbergangvon� zu ��8 2 etwaumdenFaktor8. DamanbeimArchimedischenVerfahrenaberdenFaktor$ gleichzeitgverdoppelt,verbessertsichdieGenauigkeit (nur)umungef̈ahrdenFaktor4.
DieseÜberlegungbeweistauchdie KonvergenzdesVerfahrens.

Ich möchtebetonen,daßdasArchimedischeVerfahrenbereitswichtigePrinzipiender
modernennumerischenMathematikber̈ucksichtigt,nämlich:< Es konvergiert, dasheißtdie Folgeder sukzessivenApproximationenhat die zu

bestimmendeZahl alsGrenzwert.< Esentḧalt eineFehlerabschätzungdurchAngabeeinerunterenundeineroberen
Näherungbei jedemVerfahrensschritt.< Esberuhtauf einerIteration, bei der jederSchrittnachdemgleichenRechenver-
fahrendurchgef̈uhrtwird.

KonvergenzohneFehlerabscḧatzungist wertlos,weil mankeineAussagëuberdieGüte
der jeweils erreichtenAnnäherungmachenkann,undnur Iterationsverfahrenlassensich
in vern̈unftigerWeiseaufComputernprogrammieren.

2. DIE ARCUSTANGENS-POTENZREIHE

DerSchl̈usselzurArcustangens-Potenzreiheist die Gleichung

arctan� � =
0

1

1 � 3 2 > 3?�
DieseFormel kann man direkt durch Ableiten von arctanüberpr̈ufen, wobei noch zu
ber̈ucksichtigenist, daßbeideSeitenfür � �

0 denWert0 ergeben.Für alle 3 mit @A3�@ 2 1
ist auch @B-C3 2 @ � @A3�@ 2 2 1 unddeshalberhaltenwir durchEinsetzenin die geometrische
Reihe

1

1 � 3 2 � 1

1 - � -D3 2� � EFHG
0

� -D3 2� F � EFHG
0

� - 1� F 3 2F �
Die Potenzreihedarf auf ihrem Konvergenzintervall - 1 2 3 2 1 gliedweiseintegriert
werden,sodaß

arctan� � =
0

EFIG
0

� - 1� F 3 2F > 3 � EFHG
0

=
0

� - 1� F 3 2F > 3
� EFIG

0

� - 1� F
2J � 1

� 2
F � 1 � @ � @ 2 1 �

Zur HerleitungdieserDarstellungist manabernicht auf denSatzüberdie gliedwei-
se Integrationvon Potenzreihenangewiesen,sondernkannelementarerargumentieren.
Dabeiergibt sich außerdemeineguteAbscḧatzungfür dasRestglied. Diesezeigt, daß
Potenzreihendarstellungvonarctan� (im GegensatzzurgeometrischenReihe)auchnoch
für � �+K

1 gilt.
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Wir betrachtendazudasRestglieddergeometrischenReihe,

1

1 ��� 2

� �
FIG

0

� - � 2� F ��L � ����� �
mit

L � �M��� � 1

1 ��� 2
- �
FIG

0

� - � 2� F � 1

1 ��� 2
- 1 - � - � 2� ��� 1

1 ��� 2

� � - 1� ��� 1 � � 2��� 2

1 �N� 2
�

Nun integrierenwir nur eineendlicheSumme:

arctan� � =
0

1

1 � 3 2 > 3 � =
0

�
FIG

0

� -
3 2� F > 3 � =
0

� - 1� ��� 1 3 2��� 2

1 � 3 2 > 3
� �

FIG
0

� - 1� F
2J � 1

� 2
F � 1 � OL � ����� �

Dabeigilt für dasRestglied OL � ����� vonarctan:

@ OL � �M��� @ � P = P
0

3 2��� 2

1 � 3 2 > 3DQ P = P
0

3 2��� 2 > 3 � @ � @ 2��� 3

2$ � 3
�

Für @ � @�Q 1 konvergiertdiesesRestgliedgegen0, sodaßin derTat

arctan� � EFIG
0

� - 1� F
2J � 1

� 2
F � 1 � @ � @�Q 1 �

(Da1 � 3 2 Q 2 für 0 Q#3DQ 1, habenwir dasRestgliedumhöchstensdenFaktor2 zugrob
abgescḧatzt.)Wennwir � �

1 einsetzen,ergibt sichdie ber̈uhmteLeibnizscheReihe�
4
� EFIG

0

� - 1� F
2J � 1

�
1 - 1

3
� 1

5
- 1

7
�R�����

(GottfriedWilhelm Leibniz, 1646–1716).DieseDarstellungist sicherdie einfachsteund
scḧonstevon � durcheineunendlicheReiheoderein unendlichesProdukt. Für die Be-
rechnungist sieaberwegenderaußerordentlichlangsamenKonvergenzungeeignet.

Mit Hilfe einesKunstgriffs läßtsichdie Arcustangens-Reihefür die Bestimmungvon� aberausgezeichnetverwenden.Man benutztdie nachihrem Entdecker John Machin
(1680–1752)benannteFormel�

4
�

4arctan
1

5
- arctan

1

239
oderVariantendavon. Wir verzichtendarauf,die MachinscheFormelhier zu beweisen.
UnterVerwendungdesAdditionstheorems

tan�M����S�� � tan��� tanS
1 - tan� tan S

ist daseinesehreinfacheÜbungsaufgabe.
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Machinselbsthat � im Jahr1706auf 100Dezimalstellenbestimmt.DenRekord für
die Bestimmungvon � ohneEinsatzmechanischerHilfsmittel hat William Shanksim
Jahr1874mit 527korrektenStellen(von 707berechneten)aufgestellt.Die Genauigkeit
von1000Stellenwurde1949unterEinsatzeinesENIAC-Computerserreicht(GeorgeW.
Reitwiesner), 10.000Stellendann1958(F. Genuys, IBM 704),100.000Stellenschließ-
lich 1961(Daniel ShanksundJohnW. Wrench, Jr., IBM 7090)und1.000.000Stellenim
Jahr1973(Guilloud undBoyer, CDC 7600).

DerentscheidendeVorteil derMachinschenFormelgegen̈uberderLeibnizschenReihe
bestehtdarin,daßnunWerte � , 0 2 � Q 18 5, in die Potenzreiheeingesetztwerdenund
dasRestgliedverhaltenvon denschnellfallendenPotenzenvon 18 5 bestimmtwird. Für
denQuotientenaufeinanderfolgenderRestgliedererhaltenwir

OL ��� 1
�����

OL � ����� ! � 2��� 3

2$ � 3
� 2$ � 1� 2��� 1 T � 2

Für � �
18 5 schrumpftderFehlermit jedemApproximationsschrittetwa um denFaktor

25 (und für � �
18 239 um einenFaktor : 50� 000). Dies ist der wesentlicheVorteil

gegen̈uberdemArchimedischenVerfahren.Hinzu kommteineerheblicheinfachereBe-
rechnungderverwendetenTerme.InsbesonderebrauchenkeineQuadratwurzelngezogen
zuwerden.EinenEindruckvonderGütedieserMethodegibt Tabelle2.

Annäherung Fehler Verbesserungs-
faktor

3.18326359832635983260.0416709447
3.14059702932606031430.0009956242 41.85
3.14162102932503442500.0000283757 35.08
3.14159177218217729500.0000008814 32.19
3.14159265362355476203.376152353210� 11 30.58
3.14159265358860222861.191009800410� 12 29.56
3.14159265358983584744.260902305710� 14 28.86
3.14159265358979169691.541545363710� 15 28.34
3.14159265358979329475.628473147410� 17 27.95
3.14159265358979323632.070802438610� 18 27.64
3.14159265358979323857.668120939210� 20 27.38
3.14159265358979323842.855222015010� 21 27.18
3.14159265358979323841.068243959810� 22 27.00
3.14159265358979323844.013469713710� 24 26.85
3.14159265358979323841.513470581210� 25 26.72
3.14159265358979323845.726031555610� 27 26.61
3.14159265358979323842.172745404410� 28 26.51
3.14159265358979323848.266306277810� 30 26.43

TABELLE 2. Die MachinscheNäherung
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Zum prinzipiellenVergleichmit demArchimedischenVerfahrenkannmansagen,daß
bei diesemdie OrdnungderNäherungeinerFunktiondurcheinePotenzreihestetsgleich
bleibt,aberdasArgument� gegendenEntwicklungspunktstrebt,währendbeiderArcus-
tangens-PotenzreihedasArgumentfestbleibt, währenddie OrdnungderNäherungsẗan-
dig vergrößertwird.

TrotzderLeistungsf̈ahigkeit derArcustangens-Potenzreihesolltemannicht übersehen,
daßihr Konvergenzverhaltenwie beiArchimedeslinear ist: dieAnzahlderrichtigenDe-
zimalstellenwächstbei jedemNäherungsschrittungef̈ahrmit einemfestenFaktor. Dies
kannentscheidendverbessertwerden.

3. � UND DAS ARITHMETISCH-GEOMETRISCHE M ITTEL

KernpunktdeserstenVerfahrenszur Berechnungvon � mit höhererKonvergenzord-
nungist dievon GaußerforschteIterationdesarithmetischenundgeometrischenMittels.
Für reelleZahlen� ��U : 0 heißt���V� U �98 2 dasarithmetischeMittel von � und UW�1 � U dasgeometrischeMittel von � und U �
Esist �V� U

2

2 - � U � � 2

4
� � U

2
� U 2

4
- � U � � 2

4
- � U

2
� U 2

4

� � - U
2

2 X
0 �

Also gilt die Ungleichungskette

min ��� ��U � Q 1 � U Q �Y� U
2

Q max��� ��U � �
Wir definierennunrekursiv �

0
� � � U

0
� UZ�

� ��� 1
� � � � U �

2
U ��� 1

� � � U � �
underhaltendurchwiederholteAnwendungderUngleichungskette

min ��� ��U � Q U
1 Q U

2 Q U
3 Q ����� Q �

3 Q �
2 Q �

1 Q max�M� ��U �
Wir behaupten,daßdie Folgen ��� �M� und � U �M� gegeneinengemeinsamenGrenzwert[ ��� ��U �
konvergieren;

[ �M� ��U � heißtarithmetisch-geometrischesMittel von � und U (vor Gauß
schonvon JosephLouisLagrange (1736–1813)eingef̈uhrt).

Dazubetrachtenwir die Differenz

\ ��� 1
� � � - U �

2
� � � - � ��� 1 �

Beachtedaß
2� � � � ��� 1

� U ��� 1 Q � ��� 1
� U �
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ist, also � � - U � Q � ��� 1 - � �
Wegen \ � � � ��� 1 - � � erhaltenwir

\ ��� 1
� � � - U �

2
Q � ��� 1 - � �

2
� \ �

2
�

Damit ist klar, daß �M\ � � gegen0 konvergiert,also

lim��] E
U � � lim��] E

� �
gilt.

Die Konvergenzist aberbesser, alsesdie Ungleichung\ ��� 1 Q \ � 8 2 vermutenläßt–
wir habenbisherdieDefinitionvon � U � � auchkaumbenutzt,sondernnurdieUngleichungU � Q U ��� 1. Esist

\ 2� � ��� ��� 1 - U ��� 1
� 2

4
� �M� ��� 1

� U ��� 1
� 2

4
- � ��� 1

U ��� 1� � 2� - U 2� � ��� � � U � ���M� � - U � � � 2� ��� 1
� 2\ ��� 1

�
4� ��� 1

\ ��� 1 �
Damit ergibt sich

� � - U � � 2\ ��� 1
� \ 2�

2� ��� 1

� ��� ��� 1 - U ��� 1
� 2

8� ��� 1
Q ��� ��� 1 - U ��� 1

� 2
8
[ �M� ��U �

Also ist die Längedes $ -ten Schachtelungsintervalls in etwa proportionalzumQuadrat
derLängedes � $^- 1� -ten.Diesbedeutet:Bei jedemIterationsschrittverdoppeltsichdie
AnzahldergemeinsamenDezimalstellenvon � � und U � . Man sprichtvon quadratischer
Konvergenz. DasBeispiel � �

1 ��U �
18 1 2 wird durchTabelle3 illustriert.

Arithmetisches Geometrisches Intervall- Quadratischer
Mittel Mittel länge Verbess.-faktor

0.85355339059327370.84089641525371450.01265 6.77779
0.84722490292349410.84720126674689140.00002 6.77770
0.84721308483519280.84721308475276538.2427410� 11 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397901.0024410� 21 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397901.4826510� 43 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397903.2433610� 87 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397901.5520610� 174 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397903.5541510� 349 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397901.8637510� 698 6.77770

TABELLE 3. Arithmetisch-geometrischesMittel von1 und18 1 2
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Esstellt sichjetztnaẗurlich dieFrage,wasdiesallesmit � zu tunhat.DerZusammen-
hangergibt sichüberdieelliptischenIntegrale

_ � J � � /a` 2
0

>cb
1 -dJ 2 sin2 b

�
0 Q#J 2 1 �

e � J � � /a` 2
0

1 -dJ 2 sin2 bf>.b �
SiesindFunktionenvon J . (Die BenutzungdesBuchstabensJ hatausschließlichhisto-
rischeGründe). Zumindestbei

e
kannmansehen,weshalbdieses

”
elliptisch“ genannt

wird. DerPunkt � 1 -dJ 2 cos b � sin b �
durchl̈auft die Ellipse mit denHalbachsen

1
1 -gJ 2 und 1, wenn b von 0 bis 2� läuft,

denn � 1 1 -dJ 2 cos b � 2
1 -dJ 2

� sin2 b
1

�
1 �

(Beachte,daßcos2 b � sin2 b �
1.) DerBetragder

”
Bahngeschwindigkeit“ anderStelle

b ist � 1 -dJ 2� sin2 b � cos2 b �
1 -dJ 2 sin2 b �

Also ist
e � J � die Bogenl̈angederViertelellipse.Esgilt nun– undhier könnenwir nichts

anderestun,alsunsaufdie Erkenntnisseandererzuberufen–

_ � J � � �
2
[ � 1 � 1 1 -dJ 2 � � e � J � � �

4

h � 1 � 1 1 -dJ 2 �[ � 1 � 1 1 -dJ 2 �
und �

2
�

2
e 11

2

_ 11
2

- _ 11
2

2 �
DieseGleichungengehenauf Gauß,Leonhard Euler (1707– 1783)und Adrian Marie
Legendre (1752–1831)zurück. Einzigzubeschreibenist noch

h
. Eswird sodefiniert:

h ��� ��U � � � 2 � U 2 - E
� G 1

2� \ 2� �
Zur Abkürzungsetzenwir

[ � [ � 1 � 18 1 2� und
hi� h � 1 � 18 1 2� . Einsetzenin die

Gleichungfür � 8 2 liefert dann �
2
�

2 � � 2 h
8
[ 2

- � 2

4
[ 2

�
undAuflösennach� ergibt

� � 2
[ 2h - 1

�
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Zur Bestimmungvon � nähernwir sowohl ZähleralsauchNenneran,

2
[ 2 ! 2� 2� � h - 1 ! 1 � 1

2
- �
FHG

1

2
F \ 2F - 1

� 1

2
- �
FIG

1

2
F \ 2F �

Wir verwendenalsofolgendeIteration

�
0
�

1 � U
0
� 11

2
� > 0

� 1

2
�

� ��� 1
� � � � U �

2
� U ��� 1

� � � U � � > ��� 1
� > � - 2��� 1 �M� � - � ��� 1

� 2
underhaltendie Näherung

�j! 2� 2�
> � �

DiesesVerfahrenhabenRichard P. BrentundEugeneSalaminim Jahr1976unabḧangig
voneinanderentdeckt.

Man kannzeigen,daßdie Annäherungan � dasgleicheKonvergenzverhaltenhatwie
die IterationdesarithmetischenundgeometrischenMittels, unddieswird durchdie Nu-
merikbesẗatigt,sieheTabelle4.

Näherung Fehler Quadratischer
Verbess.-faktor

3.18767264271210862720.0460799891
3.14168029329765329390.0000876397 24.22834
3.14159265389544649600.0000000003 25.12886
3.14159265358979323843.717219427110� 21 25.13274
3.14159265358979323845.497896207810� 43 25.13274
3.14159265358979323841.202688653710� 86 25.13274
3.14159265358979323845.755281465610� 174 25.13274
3.14159265358979323841.317932829010� 348 25.13274
3.14159265358979323846.911092292110� 698 25.13274
3.14159265358979323841.900437211910� 1396 25.13274
3.14159265358979323841.437034489710� 2793 25.13274
3.14159265358979323848.216644996410� 5588 25.13274
3.14159265358979323842.686267064210� 11176 25.13274

TABELLE 4. Näherungvon � mit demVerfahrenvonBrentundSalamin

Ausgehendvon dennumerischenDatender Tabellewollen wir grobabscḧatzenwie-
viele Schritte für eine Genauigkeit von 109 Dezimalstellennotwendigsind. Nach 13
Schrittenhabenwir eine Genauigkeit von 104 Stellenerreicht. Bei Verdoppelungder
Stellenzahlin jedemSchrittbrauchtmanbis109 also

13 � log2
� 1098 104� � 13 � log2

� 105� � 13 � 5log2
� 10� ! 13 � 5 � 3 � 3 ! 30
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Schritte. Inzwischenhabendie kanadischenMathematiker JonathanundPeterBorwein
Verfahrenmit nochhöhererKonvergenzgeschwindigkeitentwickelt. EinerihrerAlgorith-
menerreichtmit nur 19 IterationendeneingangserwähntenRekord von Kanada[sic!].
GrundlegendeIdeendafür stammenvon demindischenMathematiker SrinivasaRama-
nujan(1887–1920).

Trotz der geringenZahl von IterationenbleibenformidableHürdenzu überwinden,
denndasOperierenmit Zahlen,die 109 odermehrDezimalstellenhaben,ist extremzeit-
undspeicheraufwendig.Wir wollendiesim nächstenAbschnittnochkurzkommentieren.

4. ZUR ARITHMETIK

Für die Division und dasZiehenvon Quadratwurzelnbenutztman dasNewtonsche
Näherungsverfahren(IsaacNewton, 1643–1727).Zu einerFunktion k bestimmteseine
Nullstelle l mit folgenderIteration,ausgehendvoneinergrobenNäherungl 0:

l ��� 1
� l � - k � l � �kcm � l � � �

Abgesehenvonsingul̈arenFällenhatesdieobenbeschriebenequadratischeKonvergenz,
wenn l 0 nahegenugbei l liegt.

Zur Bestimmungvon 18on wählt mandie Funktion k �M��� � n - 18p� . Dannist k m ����� �
18p� 2, unddie Iterationsvorschriftlautet

l ��� 1
� l � - n - 1l � l 2� � l � -dl � �In l � - 1� �

Für 1 n verwendetman k ����� � � 2 - n , k m ����� � 2� , underḧalt

l ��� 1
� 1

2
l � � n

l � �
(Auch hier sindarithmetischesundgeometrischesMittel sichtbar!)Damit habenwir alle
Rechenoperationen,die in den Algorithmen für � auftreten,auf die Addition und die
Multiplikation zurückgef̈uhrt.

Es ist klar, daßdie Multiplikation dabeidie wesentlichzeitaufwendigereAufgabeist.
Für die Addition zweier $ -stelligerZahlenbrauchtman $ AdditioneneinstelligerZah-
len (unddasBilden von Übertr̈agen).Für die Multiplikation zweiersolcherZahlensind
nachderherk̈ommlichenMethodeaber$ 2 Multiplikationennotwendig(wozunochzahl-
reicheAdditionenkommen).Die Berechnungvon � auf zumBeispiel109 Stellenwäre
unmöglich, wennmanwirklich auf die

”
Schulmultiplikation“ angewiesenwäre. Esgibt

inzwischenabereffizienteMultiplikationsalgorithmen,dieaufdersogenanntenschnellen
Fourier-Transformationberuhenund die GrößenordnungdesRechenaufwandesbei der
Multiplikation von $ 2 aufdiewesentlichlangsamerwachsendeFunktion $ log $ drücken.

Alle beschriebenenAlgorithmenlassensichsehreinfachprogrammieren.Diegängigen
Programmiersprachensind dazuaberohneErweiterungennur begrenztbrauchbar, weil
die in ihnenrealisierteGenauigkeit der Gleitkommazahlennicht ausreicht.Hierfür gibt
eszweiAuswege:
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(1) ManbenutzteinComputer-Algebra-SystemwieMaple,Mathematica,MuPAD oder
dasanSchulenverbreiteteDerive. Die Rechenbeispielein dieserAusarbeitungsindmit
demkostenlosen,vor allemfür Arithmetik geeignetenSystemPari-GPgerechnetworden.

(2) Man verwendetBibliothekenfür hochgenaueArithmetik. Diesegibt esvor allem
für die ProgrammierspracheC++. DasBuch [2] gibt Hinweisedazuund die ihm bei-
gefügteCD entḧalt unteranderemdieBibliothekhfloat.
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sammengestellteBuchentḧalt zahlreicheQuellenzu q undseinerGeschichtevon 1650v. Chr. bis
1996,beginnendmit demPapyrusRhindundArchimedes.

[4] O. Forster, AlgorithmischeZahlentheorie. Vieweg 1996.Behandeltzwar q nicht,entḧalt abereine
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