UBER 7 UND SEINE BERECHNUNG

WINFRIED BRUNS

JederScHilerlerntin derMittelsufe Formelnfur denFlacheninhalid unddenUmfang
U desKreisesmit Radiusr, namlich

A= nrz, U =2nr.

Dabeiist # eineneueKonstanteyon dermanvielleichtdenAnfangder Dezimaldarstel-
lung 3, 14159. .. kennt.

In der Astethik ist der Kreis dasvollendetegeometrischébjekt schlechthin. Schon
deshalbhatesdie Mathematiler aller Zeitenherausgeforderimehriberdie geheimnis-
volle Zahl = zu erfahren,sie in Beziehungzu andererwichtigen Konstanterzu setzen,
undsieinsbesonderendglichstprazisezu bestimmenAuch fir Anwendungenn Natur
wissenschaftind TechnikmuBmanz hinreichendyenaukennen.DieseGenauigleit ist
allerdingsschonvor einigenHundertJahrererreichtworden.

Eine prinzielle Fragewollen wir gleich beantvorten: r ist keinerationaleZahl, mit
andererWorten, hatkeineDarstellungder Form

r .
T = mit ganzerZahlenr, s.
S

(1761 bewiesenvon JohannHeinrich Lambert 1728-1777).Also ist r irrational. Es
gibt nichteinmalein Polynom

px) =x" + an—lxn+1 +---4a1x +ao

mit Briichena; als Koeffizienten,fur dasp(r) = 0 ist. Man sagt: = ist transzendent
(1882 bewiesenvon Ferdinand Lindemann 1852-1939). Aus der Transzendeniolgt,
dalRz sichnichtmit Zirkel undLineal konstruierenal3t,die ,Quadratur desKreisesalso
unmoglichist.

Bereitsdie Irrationalitat von = zeigt, daBwir 7 nicht als periodischeroder gar ab-
brechenderezimalbruchschreiberkonnen. Bei der Bestimmungvon = kannesalso
nur darumgehen,moglichstviele Dezimalstellereu finden. ,Genati kbnnenwir = (in
diesemSinne)nichtausrechnen.

Im Septembefl999ist esdemjapanischeMathematiler Yasumas#&anadagelungen,
mehrals 200 Milliarden Dezimalstellenvon = zu bestimmenwobei die Rechenzeiauf
einemsicherlichsehrleistungséhigenComputeretwa 40 Stunderbetragerhat.

Es ware abernaiv zu glauben,daR3dieserRelkord (vielleicht ist er inzwischenauch
schonuberbotenginzigundalleinderLeistungsihigkeit moderneiComputerzu verdan-
kenist. EristohnesienichtvorstellbaraberverdanktseineExistenzim gleichenAusmal}
derrichtigenmathematisch#ethodeundihrer geschicktertmsetzungn ein effektives
Rechewrerfahren.

Wir wollenim folgenderdie dreiwesentlicherStationerderBestimmungvon = naher

beleuchtenpamlich dasVerfahrendes Archimedesvon Syrakus(ca. 287-212v. Chr),
1
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die Berechnungnittels der Arcustangens-Potenzreiluad einender modernenseit un-
gefahr 25 JahrenbekanntenAlgorithmen. Die Arcustangens-Potenzreilgeht auf Ja-
mesGregory (1637-1675kuriick, und dasmoderneVerfahrenbenutztdasarithmetisch-
geometrischittel von Carl Friedrich Gaul3(1777-1855).

1. DAS VERFAHREN VON ARCHIMEDES

Im Altertum warenfolgendeNaherungerekannt:

Agypten(Papyrus Rhind,ca.1650v. Chr): 7 ~ 28%6 ~ 3,16

Babylon:m ~ 3

Bibel: 7 ~ 3 (1. Kdnige7:23) (indirekt)
Als historischeAnekdotesei erwahnt,da3nochim Jahrel897 dasRep@asentantenhaus
desUS-BundesstaatadianaeinenGesetzentwurbeschlossehat,gemal3idems = 3, 2
ist. Diesging auf einegottliche EingelungdesArztesDr. E. J. Goodwinzuriick, undder
Staatindianaerhofte sichdurchdie gesetzlichd’atentierungyon Lizenzeinnahmenus
demDruckenvon Schullichernin andererStaatenDer Gesetzentwunivurdeaberdurch
entschlosseneBingreifen einesProfessorder Purdue-Unversitt vor der enddiltigen
Verabschiedungn Senatgestoppt.

Archimedesist der ersteMathematiler, von demmanweif3, da3er = auf systemati-
scheWeiseschonsehrgenaubestimmthat. Bemerlenswertist nicht nur die Berechnung
selbst,sondernvor allem dasVerfahren,dases prinzipiell erlaubt,z beliebiggenauzu
bestimmenArchimedesutztedie BeziehungzwischendenSeiteningendesdemKreis
einbeschriebeneregelmalRigenn-Ecks und des2n-Ecksund ebensadie entsprechende
Beziehungfirr die umbeschriebene¥ielecke. Wir betrachterdaseinemKreis mit Ra-
dius 1 einbeschriebene-Eck unddaseinbeschreibeng:-Eck. Der SatzdesPythagoras

ABBILDUNG 1

liefert (sieheAbbildung1):

2 Su\° 2 2 Su\°
Son = > ) Tr5 1=¢q"+ > (g =1-p),.
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Darausergibt sich
2

S\ S\ Sn\?
52 == 1— J1— (= _o_of1_ (2
b= (3) - (3) (3
Der UmfangdeseinbeschriebenenEcksist
I, =n-85,.
Wennwir zumBeispielmit n = 4, S, = +/2, startensoerhalterwir die Folge

Ih<Ilg<hg<Ilzpp<---

von deranschaulickklar ist, daf3sie gegen2z kornvergiert. Wennz nochnicht bekannt
ist, kbnnenwir abervon dieserfFolge nochnichtablesenwie gutr von I3 zumBeispiel
angerhertwird. Dieswar auchArchimedesklar, und er hatdeshalbr zusatzlichvon
obenapproximiertundzwar mittelsdesUmfangsdesumbeschriebenenEcks.

Bezeichner, die halbe Langeder Seitedesumbeschriebeneregelmalligenn-Ecks.
Dannfolgt mit demSatzdesPythagoraseicht

Viz+1-1

1] n

ty, =
Mit A, = 2nt,, und, emibt sichdanneineSchachtelundir denKreisumfang2r, z. B.
Ip<Ilg<lig<lzp<---<2m <--- < A3z2 < A1 < Ag < Aa.

Jederlterationsschritbringt eine Verbesserungler Approximation. Wir sehenunsdas
Resultatfur = in Tabellel an, wobei die Iterationmit S; = +/2, t4 = 1 startet. In der

Untere Obere Intervall- | Verbesserungs
Annaherung| Annaherung lange faktor
2.828427124 4.000000000 1.171572875
3.061467458 3.313708499 0.252241040 4.644656059
3.121445152 3.182597878 0.061152723 4.124771818
3.136548490 3.151724907 0.015176416 4.029457433
3.140331157 3.144118385 0.003787228 4.007262228
3.141277250 3.142223629 0.000946379 4.001809267
3.141513801 3.141750369 0.000236568 4.000451925
3.141572940 3.141632080 0.000059140 4.000112956
3.141587725 3.141602510 0.000014784 4.000028237
3.141591421 3.141595117 0.000003696 4.000007059
3.141592345 3.141593269 0.000000924 4.000001764
3.141592576 3.141592807 0.000000231 4.000000441
3.141592634 3.141592692 0.000000057 4.000000110

TABELLE 1. Die ArchimedischeNaherungausgehengom 4-Eck
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letztenSpalteder Tabellehaberwir dasVerhaltnisaufeinandefolgenderDifferenzen

(Aszl - Iszl)
(Agn — Iom)

gebildet;(Aon — Iom) /2 ist ja die Langedesintenalls,in dems sichaufhaltenmuf3. Wir
sehendalldiesedntervall sichbeijedemSchrittum etwa denFaktor4 verkirzt. Dieslafit
sich leicht beweisen,und wir kommenuntendaraufzuriick. Daherbrauchtmanfir die
Verbesserunger Genauigleit um eine Dezimalstelleungefihr 1, 6 Rechenschrittewas
dasVerfahrenfir hohe Genauigleit unbrauchbamacht. Die bestehistorische mit der
originalenMethodevon ArchimedeserzielteNaherungauf mehrals 30 Stellenstammt
von Ludolphvan Ceulen(1539-1619).Noch 1840waren34 Dezimalstellerauf seinem
inzwischenverlorenenGrabsteinin der Sankt-Pieters-Krk in Leidenzu finden. Dieser
Relord hatbewirkt, dal3z zumindesin Deutschlandaufigalsdie ,Ludolphschezahl’
bezeichnetvurde.(Die Methodevon Archimedesvurdevon andererMathematilerndes
17.Jahrhundertsariiertundnochetwasverfeinert.)

Archimedesselbstist mit n = 6, Sg = 1, ts = 1/+/3 gestartethat bis zum 96-Eck
gerechnetinddie Naherung

10
3— <7 < 3=
71 7

erhalten.Beim Archimedischer(und andereriVerfahren)muf3man Quadratwurzelrbe-
stimmen.ein einfachzu losende#roblem aufdaswir nochzurickkommen.

An dieserStellesindzweiwichtige Aspektealler Naherungsgrfahrenzu nennenDie-
sebesitzenhrer Naturgenafeinen

\erfahrensfehler

Beim ArchimedischenVerfahrenhaberwir ihn im Griff: Zum einenkennenwir stetsein
Intervall, in demx sichaufhalt, zumandererwissenwir sogar wie sichdiesedntenvall
von Schrittzu Schrittverkleinert.

Bei derpraktischerRechnungst manaberin derRegelauchgezwungenZwischener
gebnissagyerundetdarzustellenywodurchsich

Rundungsfehler

in dasVerfahreneinschleichen.Geradebei einemProblemwie der Berechnungvon
mufRmanso runden,dalidie geforderteGenauiglkit desVerfahrensnicht verlorengeht.
Bei unsererDemonstrationsrechnungéehelfenwir unsdamit,daf3wir von vornherein
die StellenzahberigendgroRwahlen.

Nicht unterschtzensollte man die Moglichkeit einesHardwarefehlersbei einer so
exteremhohenZahl an Rechenschrittenyie sie etwa fur dengeltendent-Rekord not-
wendigsind. Daher und zur Absicherunggegen Rundungsfehlerfiihrt man stetszwei
Berechnungermus, moglichstmit unterschiedliche\lgorithmen oderwenigstenszwei
VariantendesgleichenAlgorithmus.

Mit ein wenig Trigonometriesehenwir, dal3Archimedesbei der Betrachtungdesre-
gelmaiigem-Ecksdie Ungleichung

1 T
nsin— < < ntan—
n n
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ausnutzt.Die Entwicklungenvon Sinusund Tangensn ihre Taylorreihenum 0 zeigen,
daRx — sinx ~ x3/6 undtanx — x ~ x3/3fiir geriigendkleinex > 0. Der Fehlerbei
der Approximationvon x durchsinx odertanx verkleinertsichalsobeimUbeigangvon
x zux /2 etwaumdenFaktor8. DamanbeimArchimedischen/erfahrenaberdenFaktor
n gleichzeitgverdoppeltyerbessersichdie Genauigleit (nur) umungethrdenFaktor4.
DieseUberleggungbeweistauchdie KorvergenzdesVerfahrens.

Ich mochtebetonengdalRdasArchimedischeVerfahrenbereitswichtige Prinzipiender
modernemumerischeMathematikbericksichtigt,namlich:

e Eskornvemiert, dasheildtdie Folge der sukzessien Approximationenhatdie zu
bestimmend&ahl als Grenzwert.

¢ Esenthalt eine Fehlembshatzungdurch Angabeeinerunterenund eineroberen
NaherungoeijedemVerfahrensschritt.

e Esberuhtauf einerlteration, beiderjederSchrittnachdemgleichenRecherer-
fahrendurchgetihrtwird.

KonvergenzohneFehlerabschtzungst wertlos,weil mankeineAussagéiberdie Glte
derjeweils erreichtenAnnaherungmacherkann,und nur Iterationserfahrenlassersich
in verninftigerWeiseauf Computermprogrammieren.

2. DIE ARCUSTANGENS-POTENZREIHE

Der Schlusselzur Arcustangens-Potenzreifst die Gleichung

1
arctanx = dt.
/o 1+ 12
Diese Formel kann man direkt durch Ableiten von arctantiberpiifen, wobei noch zu
bericksichtigenst, daRbeideSeitenfiir x = 0 denWert0 ergeben.Fiuraller mit |¢| < 1
istauch| — 72| = |¢|? < 1 unddeshalberhalterwir durchEinsetzerin die geometrische
Reihe

1 _ 1 _OO_Zk_OO_ka
1+t2_1—(—t2)_§( ) _g( D

Die Potenzreihadarf aufihrem Korvergenzinterall —1 < ¢ < 1 gliedweiseintegriert
werdensodal

arctany = /x (Z(_l)kﬂk) dt = Z (/X(_l)ktdet>
0 \x=0 k=0 \/O

= Z - x2k+1, x| < 1.
k:02k+1

Zur HerleitungdieserDarstellungist manabernicht auf den Satzuberdie gliedwei-
se Integration von Potenzreiherangaviesen,sondernkann elementareargumentieren.
Dabeiemibt sich aul3erdeneine gute Abschatzungfir dasRestglied. Diesezeigt, daf’
Potenzreihendarstellungn arctanxy (im Gegensatzur geometrischeReihe)auchnoch
furx = £1gilt.
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Wir betrachterdazudasRestglieddergeometrischeReihe,

1 - 2.k
=) (=) + Ry(x),
1+ x =
mit
n 1 1— (_x2)n+l
Ro(x) — _ _ 2k _ _
W) =77 k;(x) e Rl s
— (_1)n+1.£_
1+ x2

Nunintegrierenwir nur eineendlicheSumme:
2n+2
1t

X 1 x n
arctanx = dt = —tz"dt+/ 1t dt
/Oth /Ok;( ) S

n k
(D" x%i1, 5
=y R, ().
:02k+1x + Ru(x)

Dabeigilt fir dasRestgliedR,, (x) vonarctan:
- x| f2n+2 x| |x|2n+3
R,(x)| = dt < | 22dr = ——.
Ry () fo s _/0 -
Fur |x| < 1 korvemiertdiesesRestgliedgegen0, sodaldin derTat

1
arctant = Zz(k+)1 2+l iy < L

(Dal+1? < 2fiir0 < r < 1, haberwir dasRestgliedum hdchstenslenFaktor2 zu grob
abgeschtzt.) Wennwir x = 1 einsetzenergibt sichdie berilihmteLeibnizstie Reihe

T x (D
—_— = = 1 _— = _—— -
4 ; 2k +1 3 + 5 7 +
(Gottfried Wilhelm Leibniz 1646—1716) DieseDarstellungist sicherdie einfachsteund
schbnstevon = durcheineunendlicheReiheoderein unendlicheProdukt. Fir die Be-
rechnungst sieaberwegenderaul3erordentliclangsamerKonvergenzungeeignet.
Mit Hilfe einesKunstgrifs lal3tsichdie Arcustangens-Reihiir die Bestimmungvon

 aberausgezeichnaterwenden.Man benutztdie nachihrem Entdecler John Machin
(1680—-1752penanntd-ormel

T 1 1
— = 4arctan-= — arctan—
4 5 239

oderVariantendavon. Wir verzichtendarauf,die Machinschaormel hier zu beweisen.

UnterVerwendunglesAdditionstheorems
tanx + tany
tan(x =
o +) 1 —tanxtany

ist daseinesehreinfacheUbungsaufgabe.
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Machin selbsthatz im Jahr1706auf 100 Dezimalstellerbestimmt. Den Rekord fur
die Bestimmungvon = ohne EinsatzmechanischeHilfsmittel hat William Shanksm
Jahr1874mit 527 korrektenStellen(von 707 berechnetenufgestellt.Die Genauigleit
von 1000Stellenwurde1949unterEinsatzeinesENIAC-Computer®rreicht(Geoge W.
Reitwiesne), 10.000Stellendann1958 (F. GenuysIBM 704),100.000Stellenschliel3-
lich 1961 (Daniel Shanksund JohnW. Wrend, Jr., IBM 7090)und 1.000.0005tellenim
Jahr1973(Guilloud undBoyer, CDC 7600).

Derentscheidend®orteil derMachinscherFormelgegeriiberderLeibnizscherReihe
bestehtdarin,dallnunWertex, 0 < x < 1/5, in die Potenzreihesingesetziverdenund
dasRestgliederhaltenvon denschnellfallendenPotenzervon 1/5 bestimmtwird. Fur
denQuotienteraufeinandefolgenderRestgliedeerhaltenwir
Rypa(x)|  x2t3
Ry (x)

2n+1
~ . —
2n+3 x&tl

Fur x = 1/5 schrumpftder Fehlermit jedemApproximationsschritetwa um denFaktor

25 (undfur x = 1/239 um einenFaktor > 50.000). Dies ist der wesentlicheVorteil

gegeriiberdemArchimedischerVerfahren.Hinzu kommteineerheblicheinfachereBe-

rechnunglerverwendeteMerme.InsbesonderbraucherkeineQuadratwurzeligezogen
zuwerden.EinenEindruckvon der Gute dieserMethodegibt Tabelle2.

Annaherung Fehler Verbesserungs-
faktor
3.183263598326359832®.0416709447
3.1405970293260603143.0009956242 41.85
3.141621029325034425®.0000283757 35.08
3.141591772182177295®.0000008814 32.19
3.141592653623554762@®.37615235340 11 30.58
3.1415926535886022286..1910098004.0~12 29.56
3.14159265358983584741.26090230520 14 28.86
3.1415926535897916969.541545363710 1° 28.34
3.1415926535897932945.62847314740 17 27.95
3.1415926535897932362.0708024384.0 18 27.64
3.1415926535897932385.6681209394.020 27.38
3.1415926535897932384.8552220150021 27.18
3.14159265358979323841.0682439594.022 27.00
3.14159265358979323841.013469713210 24 26.85
3.14159265358979323841.513470581402° 26.72
3.1415926535897932384.726031555@.0 27 26.61
3.1415926535897932384.1727454044028 26.51
3.14159265358979323848.2663062774.0 30 26.43

TABELLE 2. Die MachinscheNaherung
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Zum prinzipiellenVergleich mit demArchimedische/erfahrenkannmansagendafd
beidiesemdie OrdnungderNaherungeinerFunktiondurcheinePotenzreihestetsgleich
bleibt,aberdasArgumentr gegendenEntwicklungspunkstrebtwahrendoeiderArcus-
tangens-PotenzreildasArgumentfestbleibt, wahrenddie Ordnungder Naherungstan-
dig vergroRertwird.

TrotzderLeistungshiglkeit derArcustangens-Potenzreilelltemannicht ibersehen,
daRihr Korvergenz\erhalterwie bei Archimededinear ist: die AnzahlderrichtigenDe-
zimalstellenwachstbei jedemNaherungsschritingefihr mit einemfestenFaktor. Dies
kannentscheidengerbessenverden.

3. 7 UND DAS ARITHMETISCH-GEOMETRISCHE MITTEL

KernpunktdeserstenVerfahrenszur Berechnungron = mit hohererKornvergenzord-
nungist die von Gaul3erforschtdterationdesarithmetischemundgeometrischeMiittels.
Fur reelleZahlena, b > 0 heif3t

(a + b)/2 dasarithmetisdie Mittel vona undb,

Vab dasgeometrisbe Mittel vona undb.
Esist
a+b 2 a’ ab b® a’ ab b?
( 2 ) Tab=g e =y oty

Also gilt die Ungleichungsktte
) b
min(a. b) < ab < % < maxa. b).
Wir definieremnunrekursv
ag =a, bg =0,
a, + by,

2
underhaltendurchwiederholteAnwendungderUngleichungsktte

ap4+1 = bn+1 = auby,

min(a, b)) < b1 < by < bz <--- <az < az < a1 < Maxa, b)
Wir behauptendalRdie Folgen(a;) und (b;) gegeneinengemeinsamefsrenzwert
M (a, b)

korvergieren; M (a, b) heildtarithmetisd1-geometrisbesMittel von a und b (vor Gaul3
schonvon JosephLouisLagrange (1736-1813gingetihrt).
Dazubetrachterwir die Differenz
a, — by

2

Cn+l = = dp — dp+1-

Beachtedal3
20, =ap—1+by_1<an-1+b,
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ist, also
ap — by <ap_1—ay
Wegenc, = a,_1 — a, erhaltenwir

a, — b an_1—a c
n n<n1 n __ Cn

=TT =T 2

Damitist klar, dal3(c,) gegenO konvergiert, also

lim b5, = lim a,
n—oo n— oo
gilt.

Die Kornvergenzist aberbesserals esdie Ungleichunge,+1 < ¢, /2 vermutenlal3t—
wir haberbisherdie Definitionvon (b,) auchkaumbenutztsondermurdie Ungleichung
by, < byy1. Esist

2 (ap—1— bn—l)2 . (ap-1+ bn—l)z

" 4 4
2

=a, — b% = (an + by)(ay — bp) = 2ap41 - 2cp11 = dap1Cp11-

¢ — ap-1by-1
Damitergibt sich

CS . (an—1— bn—l)2 < (an—1— bn—l)2
2a,41 8ay 41 ~ 8M(a,b)

ay — by =2c,11 =

Also ist die Langedesn-ten Schachtelungsintealls in etwa proportionalzum Quadrat
derLangedes(n — 1)-ten. DiesbedeutetBei jedemiterationsschriterdoppeltsichdie
Anzahldergemeinsameezimalstellervon a,, undb,,. Man sprichtvon quadratischer
Korvergenz DasBeispiela = 1, b = 1/+/2 wird durchTabelle3 illustriert.

Arithmetisches Geometrisches Intervall- Quadratischer

Mittel Mittel lange Verbess.dktor
0.85355339059327370.84089641525371450.01265 6.77779
0.84722490292349410.847201266746891140.00002 6.77770
0.84721308483519280.847213084752765338.2427410 11 6.77770

0.84721308479397900.84721308479397901.0024410 21 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397901.482651043 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397903.2433610 87 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397901.5520610 174 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397903.5541510 349 6.77770
0.84721308479397900.84721308479397901.8637510 598 6.77770

TABELLE 3. Arithmetisch-geometrischedittel von1 und1/+/2
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Esstelltsichjetzt natiurlich die Frage wasdiesallesmit 7 zu tunhat. Der Zusammen-
hangemibt sichuberdie elliptischenintegrale

/2 dw
K (k) = ,
" /0 J1—k?sirty
/2
E(k):/o V1= k2sir? y di.

Siesind Funktionenvon k. (Die BenutzungdesBuchstaben hatausschlief3lichnisto-
rischeGrinde). Zumindestbei E kannmansehenweshalbdieses,elliptiscH genannt

wird. Der Punkt
(V1 — k2cosy, siny)
durchkuft die Ellipse mit denHalbachsen/1 — k2 und 1, wennv, von O bis 2 1auft,

denn
(V1 —k2cosy)?  siry
1— k2 LA
(BeachtedaRcog v + sir’ ¢ = 1.) DerBetragder, Bahngeschwindigéit' anderStelle
Yy ist

O0<k<l

1.

\/(1—k2)sin2w+coszw =\/1—k28in21ﬂ.

Also ist E (k) die BogenhngederViertelellipse.Esgilt nun—undhier konnenwir nichts
anderesun, alsunsaufdie Erkenntnisseandereizu berufen—

b1 7 Q(1, /1 —k?)
K k == B E k = —
“© 2M (1, /1 — k2) ) AM@A,V1-k2)

und

()¢ (35) -+ (3

DieseGleichungengehenauf Gaul3,Leonhad Euler (1707 - 1783) und Adrian Marie
Legende (1752-1831)uriick. Einzig zu beschreibeist noch Q. Eswird sodefiniert:

o0
Q(a.b) =a® +b* = > 2'c.
n=1

Zur Abkiirzungsetzerwir M = M(1,1/+/2) und Q = Q(1, 1/v/2). Einsetzenin die
Gleichungfur /2 liefert dann

T 7r2Q 72
2% 82 a2
undAuflosennachr emgibt
2M?

T =

0-1
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Zur Bestimmungvon = nahernwir sovohl ZahleralsauchNenneran,

1 n 1 n
2,92 ~ 2 2
2M? ~ 242, Q—1~1+§—;2’<ck—1:§_;2kck.
Wir verwenderalsofolgendelteration
1 1
00:1, bO:—, do:—’
NG 2
a, +b
an+1 = ! 2 n’ buy1 =+ anby, dpy1=dy — 2n+l(an - an+1)2
underhaltendie Naherung
2&2

d

n
DiesesVerfahrenhabenRichard P. Brentund EugeneSalaminim Jahr1976unabléngig
voneinandeentdeckt.
Man kannzeigen,daf3die Annaherungan dasgleicheKornvergenz\erhalterhatwie
die Iterationdesarithmetischerund geometrischeMiittels, und dieswird durchdie Nu-
merik besttigt, sieheTabelle4.

Naherung Fehler Quadratischer
Verbess.dktor

3.18767264271210862712.0460799891

3.141680293297653293%.0000876397 24.22834
3.141592653895446496M.0000000003 25.12886
3.14159265358979323848.71721942710 21 25.13274
3.1415926535897932384.4978962074.0 43 25.13274
3.14159265358979323841.202688653710 86 25.13274

3.1415926535897932384.755281465@.0 174 25.13274
3.14159265358979323841.31793282900 348 25.13274
3.14159265358979323845.91109229210 698 25.13274
3.14159265358979323841.90043721190 139 25.13274
3.14159265358979323841.437034489710 2793 25.13274
3.14159265358979323848.2166449964.0 °°88 25.13274
3.141592653589793238£2.68626706440-11176| 2513274

TABELLE 4. Naherungvonzr mit demVerfahrenvon Brentund Salamin

Ausgehendron dennumerischerbatender Tabellewollen wir grob absclatzenwie-
viele Schrittefur eine Genauigleit von 10° Dezimalstellennotwendigsind. Nach 13
Schrittenhabenwir eine Genauigleit von 10* Stellenerreicht. Bei Verdoppelungder
Stellenzahin jedemSchrittbrauchtmanbis 10° also

13+ 10g,(10°/10% = 13+ log,(10°) = 13+ 5l0g,(10) ~ 13+ 5- 3,3~ 30
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Schritte. Inzwischenhabendie kanadischeiMathematiler Jonathanund Peter Borwein
Verfahrenmit nochhdhererKonvergenzgeschwindigkt entwiclkelt. Einerihrer Algorith-
menerreichtmit nur 19 Iterationenden eingangserwahntenRekord von Kanada[sic!].
Grundlgendeldeendafur stammenvon demindischenMathematiler SrinivasaRama-
nujan(1887-1920).

Trotz der geringenZahl von Iterationenbleibenformidable Hurden zu Gberwinden,
denndasOperieremmit Zahlen,die 10° odermehrDezimalstellerhabenjst extremzeit-
undspeicheraufwendigdir wollendiesim nachsterAbschnitthochkurzkommentieren.

4. ZUR ARITHMETIK

Fur die Division und dasZiehenvon Quadratwurzelrbenutztman das Newtonsche
Naherungsgrfahren(lsaacNewton, 1643-1727)Zu einerFunktion f bestimmteseine
Nullstellex mit folgenderlteration,ausgehengon einergrobenNaherung:g:

_ S (uy)

f/(un)
Abgesehewon singurenFallenhatesdie obenbeschriebenquadratisch&onvergenz,
wennug nahegenugbeiu liegt.

Zur Bestimmungvon 1/v wahltmandie Funktion f (x) = v — 1/x. Dannist f'(x) =
1/x2, unddie lterationswrschriftlautet

Up+1 = Up

1 2
Upt1=Up — |V —— | u, =u, —u,(vu, — 1.

Up

Fur /v verwendeman f (x) = x2 — v, f(x) = 2x, underhlt

1 v
”n—f—l:E urz+u_n .

(Auch hier sindarithmetischesind geometrischeMittel sichtbar!) Damithabenwir alle
Rechenoperationerie in den Algorithmen fur = auftreten,auf die Addition und die
Multiplikation zurickgefihrt.

Esist klar, dal3die Multiplikation dabeidie wesentlichzeitaufwendigeréufgabeist.
Fur die Addition zweiern-stelliger Zahlenbrauchtmann Additionen einstelligerZah-
len (und dasBilden von Ubertiagen).Firr die Multiplikation zweiersolcherZahlensind
nachderherkbmmlichenMethodeabern? Multiplikationennotwendig(wozunochzahl-
reicheAdditionenkommen). Die Berechnungron  auf zum Beispiel 10° Stellenware
unmoglich, wennmanwirklich auf die , Schulmultiplikatiod angeviesenware. Es gibt
inzwischenabereffizienteMultiplikationsalgorithmendie aufdersogenannteadnellen
Fourier-Transformationberuhenund die Grof3enordnunglesRechenauf@ndesbei der
Multiplikation vonr? aufdie wesentlicHangsamewachsend&unktionz logn driicken.

Alle beschriebeneAlgorithmenlassersichsehreinfachprogrammierenDie gangigen
Programmiersprachesind dazuaberohneErweiterungemur begrenztbrauchbarweil
die in ihnenrealisierteGenauigleit der Gleitkommazahlemicht ausreicht.Hierfur gibt
eszwei Auswege:
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(1) Manbenutziein ComputerAlgebra-Systemvie Maple,MathematicaMuPAD oder
dasan SchulenverbreiteteDerive. Die Rechenbeispielen dieserAusarbeitungsind mit
demkostenlosenvor allemfir Arithmetik geeignetersystenmPari-GPgerechnetvorden.

(2) Man verwendeBibliotheken fur hochgenaudrithmetik. Diesegibt esvor allem
fur die Programmiersprach€++. DasBuch [2] gibt Hinweisedazuund die ihm bei-
gefugteCD enthalt unteranderendie Bibliothek hf | oat .
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