DIE DIVISORENKLASSENGRUPPE DER
RESTKLASSENRINGE VON POLYNOMRINGEN
NACH DETERMINANTENIDEALEN

VON

WINFRIED BRUNS

Sei R ein kommutativer noetherscher Ring, r, s, { seien natiirliche Zahlen, 0 << { < min
(r, s). Ryg bezeichne den Restklassenring des Polynomringes R [{X}l 1ISr, 1K) <Cst]
nach dem von den ¢ 4 1-reihigen Unterdeterminanten der r x s-Matrix (Xj) erzeugten
Ideal. Die Ringe R, sind grundlegend von M. Hochster und J. A. Eagon in [2] unter-
sucht worden. Nach [2], Th. 1. Cor. 3 gilt : R, ist normal — d.h. nullteilerfrei und ganz-
-abgeschlossen — wenn R normal ist. Wir berechnen die Divisorenklassengruppen der

Ringe R,q.

Im folgenden ist P(8) die Menge der Primideale der Hoéhe 1, D(S)
die Divisorengruppe, £(8) die Gruppe der Hauptdivisoren und CI(S) die
Divisorenklassengruppe eines Krulh'ings S. div(a) bezeichnet den Divisor
und ¢l(a) die Divisorenklasse eines gebrochnen Ideals a von §. Fir die

Theorie der DlVlborenklassenO“ruppcn verweisen wir auf [1].
SATZ : Iir alle kommutativen noetherschen mnormalen Ringe R

‘und alle natiirlichen Zahlen r, s, t mit 0 <t < min (r, 8) ist Ol (R.5) =

~(0(R)o Z.

Bewets : Die zur Berechnung der CI(R,;) benutzte Methode verall-
gemeinert das in [1], §14 im Fall v = ¢ = 2, { =1 verwendete Ver-
fahren. Der Abkiirzung halber setzen wir A : = Ry.

Wichtig fir das TRechnen mit den Unterdetermmanten der Matrix
(X% ist die folgende Relation (x). Wir bezeichnen mit Xy 7 die Deter-
minante der durch die Zeilen ¢, ...,¢, und die Spalten Jiy - S ju
definierte w x w-Teilmatrix von (X}) und ihre Restklasse in A mit a;%7"
Fir alle wy, ..y Upy gy -« oy by < 7 und alle vy, ooy Vpyy Gy ooy Ju < 8 gilt
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(A unter einem Index bedeutet, daB dieser Index auszulassen ist.)
Man bewelst (%) durch Entwicklung der X;®.5" nach der ersten Zeile
und der X% nach der ersten Spalte.
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Sel p das von den &v...v, 1 <0y, ...,0 <8, qdas vonden "%
1< 4y ..., u, <r, erzeugte Ideal von A. Nach [2], Th. 1 sind p und

q Primideale der Ho6he 1. Weiterhin setzen wir d: = @l Qi : =
:d‘lwi"'i'"“t fir 1 €i<i< j<rund B: = R[{z|1 <i<t} U {g;]1 <

< i<t<j<r)] Dann gilt:
(1) Es ist Ay = A4 N B,
Durch Entwicklung von ../ nach der Spalte k ergibt sich fiir
¢

g>1t o =Y, (—1)""'z} ¢y. Nach Definition von B ist damit AC 4pN B.

i=1
Aus der Normalitdt von A folgt andererseits 4 = (M 4,. GemiB [3],
YEP)

Satz 7.2 gilt Ad = p N q, folglich B C A, fiir alle t € P(4)\{p, q}. Aber
B ist auch in 4, enthalten, denn () impliziert
dm;iH‘l’ = xéfﬂaﬁ;itz, mithin ¢;; € Aq.

(2) B ist Polynomring iber R, die Rinbeltung R > B in
etnen-Isomorphismus ¢ : Cl(R) — Ol(B).
Nach Ubergang zum Quotierntenkérper von R konnen wir annehmen,
R sei selbst ein Korper. Der Transzendenzgrad des Quotientenkérpers von
B tber R ist dann dim 4 = vt 4 st — ¢& ([2], Th. 1). Das angegebene
Erzeugendensystem von B ist also algebraisch unabhéngig iiber E.

(3) Es ist B= [\ A,.

tEPA) /{p}
Aus (2) folgt 4 = Apn () By. Zum Beweis von (3) geniigt es
‘ NnEPB)

die Irredundanz dieser Darstellung von A zu beweisen, da unter den By,

n € P(B), simtliche 4,, re P(4)\{p} vorkommen und 4 = [ A, ist.

TEP(A)
ApD () By ist sicherlich nicht moglich. Bd ist ein Primideal der Hohe 1
ners)
von B ([2], Th. 1), d 'z}, lieght nicht in By, da nicht in 44, wohl
aber in allen By, n + Bd, und auch in Ay, Zu jedem m e P(B)\{Bd}
existiert ein f mit f ¢ By, jedoch f € By fir n + m. Sollte f¢ A, sein, so
multipliziert man f mit einer geniigend hohen Potenz von d.

Nach (3) induziert die Einbettung 4 — B einen Homomorphismus
¢ : D(A) - D(B), dessen Kern von div(p) erzeugt wird, und ¢ wiederum
einen Homomorphismus ¢, : Cl(4) — CI(B) mit dem Kern Z -cl(p). Da
die Einheiten von B auch Einheiten von A sind, ist ¢ |F(4) : F(4) — F(B)
bijektiv. » - div(p) = div(Af) impliziert $(div(A4f)) = div(Bf) = 0, folg-
lich div(Af) = 0 und » = 0. Damit gilt :

(4) cl(p) ist kein Torsionselement und erzeugt den Kern von

¢ : Cl(A) — CU(B).

Es gibt also eine exakte Sequenz 0—7Z — Ol(A)i C1(B) — 0.
Wegen (2) gentigt es zu zeigen, daB ¢, einen Schnitt besitzt. Sei reP(A4)
und r | R # {0}. Dann ist sicherlich r#p. GeméB (3) existiert (genau)
ein Primideal m € P(B) mit m 1 4 = r. Da B flach iiber R ist, hat
rNkE=mNR die Hohe 1. Die Einbettung R-—>A induziert also einen
Homomorphismus ¢,: OU(R)—Cl(A). ¢,0p~ ! ist der gesuchte Schnitt o,
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denn es gilt ¢ op,=¢. (Unter Zuhilfenahme der Erweiterung A—->(R\{0})~

A 1aBt sich zeigen, daB fiir alle re P(4) mit rE+{0} oy(cl(rNR)) =
= cl(z) gilt).
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